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Пластическое состояние толстостенной цилиндрической трубы 
при совместном кручении и изгибе

(Представлено академиком АН Армянской ССР II. X. Арутюняном 30/Х1 1972)Для случая степенного закона упрочнения рассматривается напря женное состояние толстостенной цилиндрической трубы при совместном воздействии крутящих и изгибающих моментов, приложенных на концевых сечениях трубы. В работе (։) для случая степенного закона упрочнения при помощи функции напряжения задача сведена к системе двух нелинейных дифференциальных уравнений, одна из которых второго, а другое первого порядка. В частном случае для предельного значения степени упрочнения полученная система вырождается в одно уравнение второго порядка, совпадающее с уравнением, полученным в работах (2> 3) для идеально-пластического материала. В даннбй статье рассматриваемая задача для произвольного закона упрочнения сводится к одному уравнению второго порядка относительно функции перемещения. Функция перемещения в задаче совместного изгиба и кручения стержня с круговым сечением использована в работах ( 4,5 ) для случая жестко-пластического материала.Используем цилиндрические координаты, направляя ось г по длине стержня, координаты г и 0 в плоскости поперечного сечения стержня. Отнеся к какому-нибудь характерному размеру поперечного сечения I, координаты гиг считаем безразмерным. Производя интегрирования в соотношениях между компонентами деформаций и перемещений, принимая тензор деформации не зависящим от г, полагая также, что ?,.= = хгн = 0 по всему объему стержня, полуобратным способом (’•*’’) 11 о л у ч ае м. г ՝ * ? Мя
/յք.4րտ1ւ.6֊| ЛгсовО |

~гг ~ 1) —" » * г !՜ — “ ) • (1)
дг \ г о»0 /Здесь -гг, представляют отношения компонентов напряжения к общему заданному параметру А с размерностью напряжений, /- — заданная функция, характеризующая закон упрочнения материала214



стержня с некоторым физическим параметром /. Для линейно-упругого случая /(е, 0) = 1. А, Ву С, О—постоянные, определяемые из статических условий, Ф — искомая функция гиб,
интенсивность деформации сдвигов. Перемещения получаются в (2)виде

и ------ — (Д51пб 4֊ Ясозб) (г2 4֊ 2г2) — — Сг4 2— (Део 8 О — /?$1пб) (г2 — 2г2) |֊2/)гг, 4 (3)та» = 2/)Ф(г, 0) 4֊ Дггз1пб 4 Вггсозб Сг,причем через и, V и гс» обозначены соответствующие компоненты перемещения, деленные на тот же характерный размер поперечного сечения I. Из дифференциальных уравнений равновесия и из выражения напряжений (1) следует уравнение для Ф:
Пусть 2 — область поперечного сечения стержня, вообще много- связная, Г—контур области (-2. Отсутствие нагрузки на боковой поверхности стержня выражается условием:

д'Ь

Здесь г... — расстояние точки контура Г от начала координат, 5 —дуга контура, а > — направление внешней нормали контура. У равнение (4) представим в виде:
АФ 4՜ £габ '? Ига(1 -^=00»б (6)Таким образом, задача сводится к внутренней задаче Неймана для уравнения (6).Решение задачи (6)—(5) ищем в виде степенного ряда по параметру л ДО

А- ОУдобно ввести обозначения £= /)у\о , /(з, '՝) — И\ I ՝ 2 | о<о — ( а г з1п 0 4- ? г С05 б ; 7 )2 ; ( ֊֊ ) 4՜ ( г 4----- ---- , (8)
4 \дг/ \ г ди /где я 7 соответственно равны значениям Д, В, С, умноженным на /з/2/Л Далее, разлагая вряд по а также функции ш и 1иЛ:, находим
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где
ее10 = У ,k , In/* =

шо =՜- ( 7 r sin G + 3 г cos 0 -|- 7 )2 + f՜՜’+ 2
пV grad 6* grad'bj-*, 

к о

со

го
дВ

+ grad40,

Подставляя разложения (7) и (9) в (6), а также (7) в (5), получим краевую задачу для %
д' | / ds (13)

k о * О *»

А'\) —О,определяющую линейно-упругое напряженное состояние стержня, и систему рекуррентных краевых задач
Q

дЕ grad -?/г grad
дВ

п

k -и

(14)
(15)определяющую пластическое состояние стержня.Полагая значение Фо известным из (13), рассмотрим вопрос разрешимости задачи (14). Очевидно, что для этого необходимо выполнение УСЛОВИЯ
(16)

Покажем, что для кольцевого сечения указанное условие выполняется. Пусть безразмерные радиусы внутренней и внешней окружностей соответственно равны о и 1. Тогда % ~ const и
дВ

Qn - + V grad grad Flt-k. (17)Легко заметить, что при /г = 0 условие (16) соблюдается. Для доказательства условия (16) при л>1 введем функцию
пр,«к> = V /яо, = /тп ' (18)

/-иМетодом индукции доказывается соотношение1 dP<k> п dFl ______ п = V_____1 / 1 п\Л 4- 1 б/х {То дх п 1Здесь индексы могут принимать значения 6=1, 2, . . п = 0, 1, 2, . .. Введем функцию 2 16



о г да
= 

п (20)
Р°)ДМ2 Ф<‘» 

л — I * < п ’ (21)
причем используем условие

дг дг т 1 (22)Заменяя Ару через при X? = 1, находим: преобразуя н используя соотношение (19)
о

(23)

— 1

Заменяя в (20) △*!*/ через делая преобразования и используя соотношение (19), имеем:
л —Аг— I

<|>< *) — у '" (*+2)! Л = '”«<* 11 (24)
Полученное соотношение доказывает, что равенство Ф«*| — Ф<*„ п верно не только при £=0, но и для любого значения к^п 1.огда легко заметить, что Ф<^^= Ф0> = Ф<«֊>> =

(25)
Таким образом, решением уравнения \ — ПРИ краевых условиях (22) будет

где
л—0, 1,2,* •

;/г ■' 1՜ ; *) СО8 *(0 -»)
(26)
(27)

функция Грина второго род ные интегрирования. Для для кольцевой области. ; и ® пере мен - круга о — 0 и <7«1пгдр+ 1пгд*р , где



В случае степенного упрочнения Д w х имеем
С?1по)0 

d^>1 л— v grad 'bk grad Ц)о
Qn=±^ + о)0 ди1 "10 и /г------- У MkQn k ,wo *-։ (28)где и <՛>„ определяются по (К)) —(11), принимая в них ф0 = const и 3 = 0. Рассмотрим вопрос сходимости ряда (7) для случая кольцевой области и степенного закона упрочнения. Поскольку Qo— бесконечно раз дифференцируемая функция, то следовательно, и будут также бесконечно раз дифференцируемые функции. Тогда вторые производные удовлетворяют условию Гёльдера. В области <2введем норму|| Л' || = шах | Л' | 4֊ sup |Х(М) —Х(М| (29)где 0<я1<^1, Л1 и V —две произвольные точки в для доказательства сходимости ряда (7) достаточно оммость ряда V '*110*11. Легко получить, что 

т

Очевидно, что показать сходи-
II А'ГП ||*||||Г|). (30)Тогда из (28) будем иметь || Q?j II 110о

-и
дг (31)вычислений и геометрических соображений3 4- 72 4- а(* 4՜ т) ‘------ —-----—--------- , которое обозначим через(*Г ,2у

находим, чтоЛ/4. На осно-вании (39) получаем неравенства для нормы функции <оЛ и ее первых прсиззодных. Далее применяем априорные оценки Шаудера, которые в нашем случае могут быть записаны в виде 
1_
г дгдЬ с/62 (32)где с определенная постоянная, зависящая от геометрии области (■ '). Производя эти операции, получим

^2с И п п11<Л>11 > 2^<7„ + —V ||Р,_ ,11^4- с/1 V ||$„где л— 1
= ||<?„_>|| + 2с V ц^_,|| |^„_»_|||. (33)
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Рассмотрим вспомогательный ряд с общим членом /пн~~^п, где 
о и R — некоторые положительные параметры, причем р>1, а А><1. Легко получить оценку/V—1 Ор + 1V Н( Л/-£)֊?г=с------- ЛН₽. (34)

* ։ 9 ~ 1Когда методом индукции доказывается, что для последовательности (34) справедливо неравенствоIIQn||s=" “/? Հгде R* корень уравнения
а о 4- агх 4֊ и2х2 = — , (36)Коэффициенты а0, а1։ а2, положительны и явно выражаются через параметры а, »'>, с, о. Из предыдущего следует, что ряд (7) сходится абсолютно и равномерно с радиусом сходимости / R*. Отметим, что доказательство единственности решения уравнения (6) с краевым условием (5)—тривиально.Таким образом, сумма ряда (7) и суммы рядов, полученные при помощи дифференцирования (7) по г и по 6, представляют решение поставленной задачи.

Институт механики Академии наук Армянской ССР

Մ. Ա. ՋԱԴՈՅԱՆԴ|ւսնափն խողու|ակի ս||էսստ|ւկւսկա1ւ վիճակր համատեղ ոյորման և ծււման ոեպքում
fh սու/էնասիրվա մ է պրիղմատիկ ձողի լարված ալին վիճակն, որր գտնվում 

/ ոլորող և ծոող մոմենտների, ինչպես նաե աոանցքալին աժերի համատեղ 
ադղեղտ [Jլան սւակէ Ներմւււձե/ով տեղափոխումների Շ ֆունկցիան. նլուիէի 

կամարսկան ամրապնդման f(z) օրենքի համար խնդիրր րերվում է ձողի 
րնդլս, լն ական հատվածքի (2 աիրոպթտմ Նէպմանի խնդրի քո ծ մանր. , . X . ^Ո/ ոձփ 4՜ grad փ grad In/ —֊հ = <ւ (1)ժձ ժ / ր2 \—= — I — ) 

ր ժտ \ 2 /

որտեղ ճ-ր Լապլասի երկչափ օպերատորն է, Ր-ն տիրսպխի եղրադիծն է, Տ֊ր 
եդրտղծի աղեղն է, 7-ն արտաքին նորմալր, ր^֊ր եղրադծի կետերի հեոա- 
վորւսխլտնն է սկղրնակեւոից:

Լուծա մ ր փնտրելով
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P = V A*p#(r, 0)
к 0

(2)
UjlUflUnf butp 4 > ( I) 7 /' (’ /r

fo
*z rocb /

h Ыл j if if^jf И ЫрН p 11*11 III [ll*ll Ц fl p*u L p ft [III <) if /J/5/ p՝ f

дъ„ = 0 (4)
()Fn
(A

ft

k~ 0 n k •

n pmLrj III if /л ln/(s) ФIII Цн! I til(jl UlUHlIl^UJ^UJ/fl^ ?9ur

i[L Г I'" ^rn ifn рЛ if^ih pp:

f> rjuuljllljfl^l SlUlflljuiA pfl \nnf шр

Г. U

%
>c

(5)
k( 1 i=* (iZf _|_ t z,)cOsA(9 — ъ)

к

ш U Iff ?/t #"''4? Ьш11>
UfUJpi

|| A'|| ina.x|A'| sup |Л7Л4) - A(/V)| Л4№« ’
ifni -J fAi

< 7 U> U! tj n f> J h I nif CfilllUf^hpf) >1L p III tj Hill llirh llAllllll UllpilVllL ptl t tUUiiUQtH tf*֊ 

Iiuiuiijifiut} futpjiL pfi piuytup&iulj h ՝»ин[шишршриф 7 ш rpti if ftut >H fd iinip t
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