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1. Определения. Из целочисленных положительных функций /(//./), 
/(А 1-1, 4),.../(/Н т— 1, /), /ДА, /), /ДА } I,/),.../ДА т— 1,/) составим таб
лицы |/(А, /)/(А Н, I) . . . /(Аф/// 1, /)/?(А /п —1,/)|,
где: /—1, 2, . . . п\ А = 1, 2, . . . /; т -/(А); ///, п и А-целые, поло
жительные. Назовем эти таблицы „///-таблицами" и обозначим через 
(А, т) (1-таблицу назовем „таблицей"). „Местами ///-таблицы" на
зовем А-ые аргументы, „местами строки элемента в т -таблице-— /-ые 
аргументы. Функции /(А, /), /(А֊Н. /), • • • и /?(//, /), /?(Аф1, /), . . . 
назовем соответственно „левоместными" и „правоместными" элемента
ми. За положительные, направления следования элементов, строк, 
столбцов и таблиц примем следующие: а) внутри таблиц, по столб
цам-слева-направо; по строкам -сверху-вниз (от /=1 до /' //); б) по 
таблицам —по циклу (от А=1 через А=/ до А--!).

Под „5-элементом" будем подразумевать такую 5-выборку из 
5 элементов, принадлежащих различным столбцам, в которой поря
док следования элементов совпадает с порядком следования соответ
ствующих столбцов. Каждому 5-элементу сопоставим некоторое число 
5, используя следующее правило: наименьший разряд числового зна
чения (А—1)-ого элемента (А=1, 2, ... 5) на единицу больше наи
большего разряда числового значения А-ого элемента. Два 5-элемен
та с одинаковым числовым значением 5 при различных аргументах 
будем называть „равночисленными" и „разноместными" и, поэтому, 
„различными". Любые совокупности из одинакового числа равночис
ленных элементов будем считать „одинаковыми по составу".

Рассмотрим т столбцов £2, . . левоместных и т столб
цов Р1У Р2, . . . Рт правоместных элементов из некоторой таблицы 
(А, ///). Каждый элемент из сопоставим с некоторым элементом из 
Рх\ каждый, образованный из сопоставления, 2-элемент сопоставим с 
некоторым элементом из £2, . . ., наконец, каждый (2/п —1)-элемент 
сопоставим с одним из элементов из Р,п. Полученное множество из 
2/ц-элементов назовем „ассоциацией" А-ой ///-таблицы и обозначим 
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через /„Певомсстным** и „правоместным** ///-столбцами некоторой 
///-таблицы назовем первую и вторую из пары совокупностей столб
цов, составленных из первой и второй /;/-ки столбцов соответственно, 
Множество всех различных по составу 2///-элементов ассоциаций 
таблицы (//, ///) назовем „полным множеством ассоциаций** //-ой ///- 
таблицы и обозначим через (при /// = 1 индекс „///“ и индекс „//* 
(за ненадобностью будут опускаться).

Разбивая некоторое множество |/г] на подмножества {/гх|, |//2|,...р/Л( 
(г=1.2,...у; // = //։4 /т2 ; ... ||ли||=ли) по всем равночисленным эле
ментам, назовем эти подмножества „группами равночисленности4*. Две 
группы равночисленности, принадлежащие двум различным по соста
ву совокупностям элементов, назовем „одноименными**, если элементы 
одной группы равночисленные элементами другой. „Распределением“ 
множества (/?} назовем последовательность (//; лр //2, ... пу). „Распре
делением ///-таблицы4* назовем совокупность всех распределений столб
цов (/։; /п, /2։,.../и), (Р1։ рп, р2Ъ...(рт; Руп, р2п,,...р^<т) ///-табли
цы, где при -1, 2,...///; V— 1, 2,...у; и/=1, 2,...\е; у=?(/г); — ՛(>(/?).

Пусть / /и,,-таблиц, занумерованы в порядке возрастания Л (Л=1, 
2,.../; ////»— /(//)). Пусть каждое множество элементов, составляющих 
2////,-ый столбец каждой Л-ой ///-таблицы полностью (либо частично) пе
рекрывается с каждым множеством элементов, составляющих первый 
столбец каждой (//֊+ 1)-ой /л-таблицы. Используя /-последовательность 
///-таблиц, составим, некоторую /-последовательность ассоциаций ///-таб
лиц. Выбирая из каждого (С/™| по одной ассоциации и располагая их в 
порядке возрастания //.Под „/-контакт-элементом“ будем подразумевать 
всякий г-элемент (г=т1-^т2 ...4֊/иД составленный путем после
довательной выборки из построенной /-последовательности ассоциа
ций 2///-элементов, при условии, что каждая пара, состоящая из 
2//?-ого элемента 67՞' и первого элемента —пара равночисленных 
элементов. (При /=2./(1 )=/(2) = 1 и г=2 имеем 2-контакт-элемент, 
называемый далее просто „контакт-элементом“). Под „/֊кольцом“ 
будем понимать (/Н 1 )-контакт-элемент, в котором (/-{-1)-ый 2/и-эле- 
мент и первый 2/и-элемент равночислены и равноместны (т. е. пред
став..яют один и тот же 2/н-элемент). Каждой из /-последовательнос
тей ассоциаций, соответствует своя „ассоциация /-контакта“ А', пред
ставляющая множество всех различных /-контакт-элемеитов, могу
щих быть образованными из данной / последовательности. Множест
во всех различных ассоциаций А\ составленное из всех различных 
/ последовательностей ассоциаций /п-таблиц, назовем „полным мно
жеством ассоциаций /-контакта** и обозначим через (А7). В частнос
ти, при выполнении условия существования /-кольца будем иметь 
„ассоциации /-кольца** R1 и их „полные множества** । А’/}, (При / — 2, 
ЛО—/(2) —1 будем иметь „ассоциации контакта** К и полное мно
жество !А!)-
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Пример 1. Даны функции /(/>,/) и р(Ь, г) (1^Л Г2, 1=^пС4). пове
дение которых определяется из таблиц (1, 1) и (2, 1)

2-элементами таблицы (1,1) и (2,1) соответственно являются: 15. 16, 
17, 25, 26, 27, 35, 36, 37 и 51, 53, 61, 62, 63, 71, 72, 73. Полное мно
жество ассоциаций таблицы (1,1) состоит из следующих ассоциаций:

4-элементы: 1551, 1661, 2552, 3773, . . . являются контакт-элемен-
■ тамп, составленными из 
I Приведем некоторые 
иными ассоциациями 
| 15 5

2 6 6
I 2 7 7

различных ассоциаций 
ассоциаций контакта,из

таблиц (1,1) и (2,1) 
порождаемых различ

2 6 6 2
2 7 7 3
3 5 5 1

и ЦОЩ:

■ а также некоторые ассоциации кольца:

17 7 1 17

2 5 5 2 2 5

3 6 6 3 3 6

Распределения всех столбцов в таблицах идентичны: (4; 2, 1, 1).
Мощности полных множеств ассоциаций таблиц (1,1) и (2,1) ввиду 

| одинаковых распределений таблиц одинаковы: |( 471!| = |{Ц>{| —7.
I 2. Каждую ассоциацию из {47/,) сопоставим с одной из ассоциаций 
I из \Uhvii и рассмотрим полученные совокупности как 2-таблицы, лево

местный и правоместный 2-столбцы которой суть ассоциации из \и^\ 
и соответственно. Обозначим каждую из этих совокупностей
через 4/Сл47;л р а множество всех возможных таких сопоставлений
через |47л47Лц). Очевидно, \\UhUh. 11|=Н^л1| ’ Н^л Л- Каждый элемент 
из порождает свое полное множество ассоциаций 2-табли
цы; Обозначим эти ассоциации через 47 г. ,, а их полное множество г '•Л'Л ։
через {47?, ]. Полное множество всех полных множеств {47?. |

г 1 СД'ЛДГ ՝*՝*•։
Сл=1, 2, . . . |{47Л|| и ;/г х=1, 2, . . . ||47Лг1||)> порождаемых из всех 
элементов |47Л47/1^1|, обозначим через {{47՜Л Л՛ Очевидно,
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Всякие ^/,-ую п »// + 1-ую ассоциации, составляющие некоторый элемент 
из 11, разобьем соответственно на подмножества по всем груп
пам равночнсленности правоместного столбца 67;Л и левоместного 
столбца £ЛЛ + ։, называя эти разбиения „эд-ыми подассоциациями £Л/(“ 
и л»-ми подассоциациями й;л Если множества элементов право
местного столбца и левоместного столбца £ЛА ;, частично (или 
полностью) перекрывающиеся, то в каждом элементе из Д/ДД 1 
можно выделить некоторую группу, характеризующуюся следующим 
свойством: правоместные элементы всякой гс'-ой подассоциации С/:/ 
входящей в группу, равночисленны с левоместными элементами одной 
из р-ых подассоциаций ЦЛ р входящей в группу. Обозначим каж- 
дую такую группу через где: |и\ .л| 6 и, ||^,..„)| х,
х число одноименных групп равночнсленности из правоместного 
столбца таблицы (Л, 1) и левоместного столбца таблицы (/г֊Е1,1); так 
что каждое из множеств |^.х| разбивается на х подгрупп, различа
ющихся по составу 4-элементов в зависимости от выбранной пары 
ассоциаций из \17^\ и при этом в каждой х-ой подгруппе
(х 1, 2, ... х) число 2-элементов левоместного 2-столбца не обя
зательно равно числу 2-элементов правоместного 2-столбца, сос
тавляющих подгруппу. Дополняя (при необходимости) в каждой х-ой 
подгруппе число недостающих 2-элементов левоместного (либо пра
воместного) 2-стотбца 2-элементами, составленными из любых эле
ментов, неравночисленных с элементами из (Л, 1) и (Л)֊ 1,1), каждую 
вновь построенную совокупность можно рассматривать как х-ую таб
лицу (’,л,л ь 1)х Сл,п 1 = 1, 2, . . . \\UftUf, г||), если пренебречь при 
этом всеми правоместными элементами левоместного и левоместными 
элементами правоместного 2-столбцов х-ой подгруппы. Обозначая 
через 1Г1, :,л и соответственно ассоциации и полные множества
ассоциаций каждой таблицы Cii.ii и» 1)х, можно теперь записать:

Сл,л+1 -|{£/л С/л4-1)1 
11^11=5՜

,л,/и-1 = 1 'ti.it I

.Г I! ! I
1՜----------- 1

х=1
(2.2)

С некоторым не принципиальным усложнением определений и. 1 со
отношения (2.1), (2.2) легко распространятся на более общие случаи 
("С 1, 1.2), что опущено ради краткости.
Для некоторою п(п=1 р) рассмотрим множества всех различных 
£-ых и 7-ых распределений (/; /2£, . . • Лл) (Р; Рч> Р>({, . . . Р„<{),
где V <?(£), \у—-Ь(7), сопоставляя им соответствующие произведения: 
^л=(/1л!) • (ЗД • . . . • (/Ул!) и Ьч=(р1(1\) • (р2</4) • . . . • (ри>7!). Обоз
начая через полные множества ассоциаций таблиц с числом
строк п при некоторых £-ом и 7֊ом распределениях столбцов и при-
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нимая |(й%,м1 = ^л(ал, заметим, что для
место:
( •*)4 Ьд)՛ Рп(а2* Ьд) • • •) при 

(^х>^2>.. )"< >(^л(ал . Ьп(ак Ь. . .) при

п = 2, 3, 4, 5, 6 имеет

всех ^—фиксирован
ных;

всех Л—фиксирован
ных..
(2.3) 

Пример 2. На схеме 1 приводятся соответствующие (2.3) таблицы 
зависимостей |((/|л, *, ч\=Гп(аь Ьд) для /1=3, 4, 5. Представляет инте
рес изучение различных структурных и комбинаторных свойств

6
2
1

^4(йЛ. м

^з(дЛ՛ ^<7
"л

Ь</
6

ак

2
3

12
2412

р(«й. ьч) 1
1120 24 12 6 4 12 1

I 120 1 1 1 1 1 1 1
24 1 2 2 3 3 _4_ 5
12 1 2 3 4 5 7 10

ьч 6 1 3 4 7 8 13 20

1 1 3 5 8 11 19 30

1 2 1 4 7 13 18 33 60
;______ п 1 5 10 20 30 60 120

1
2
3

6
4
2

1
2
2
3

6

Схема 1. |( и\п.к.ч^^п(аЬ^у п=3, 4. 5.

множеств |47т), и (7?г|, и в связи с этим, разработка эффектив
ных методов перечисления их элементов с заданием соответствующих 
списков этих элементов. Из вышеприведенного, в частности из (2.1) 
и (2.2), легко видеть, что эти задачи сводятся в первую очередь к 
проблеме конструктивного перечисления элементов простейших из 
таких объектов—элементов {£/}. Для полноты рассмотрения можно 
было бы не ограничиться описанием двумерных структур, но также 
ввести определения, описывающие многомерные структуры, а также 
объекты, в которых „контактирующими" могли бы оказаться элемен
ты одной и той же ///-таблицы и др; однако ради краткости мы 
только указываем на них, отмечая, что изучение таких объектов так
же сводится к проблеме перечисления элементов |<7}. Необходимость 
в разработке указанных проблем становится ясной, в частности, из 
наличия широкого класса прикладных комбинаторных задач („транс
портные задачи с ограничениями", „задачи о назначениях" и др) (’ ”). 
описываемых рассмотренными объектами. Приведем некоторые из них. 
Задача 1. Дана некоторая ///-таблица с определенным распреде
лением. Требуется составить список всех ассоциаций из и вы
числить |(4/от)|.
Задача 2. Дана некоторая /-последовательность ///-таблиц. 1 ре- 
буется определить состав |/С| ({R1 М и вычислить |1А/ | (|{/?г)|)-

В частном случае, когда по условию задачи требуется выбирать 
только по одной ассоциации каждой из / т-таблиц, то очевидно, что 
число этапов решения задачи сокращается, хотя, как это видно из (2.2)
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проблематичным остается вновь вопрос перечисления элементов {6^,^}. 
Рассмотрим одну из интерпретаций такой задачи;
Задача „о сборке". Имеется / различных наименований деталей по 

п деталей каждого наименования. Выбирая по одной детали каждого 
наименования можно собрать некоторый агрегат; который считается 
изготовленным тогда, когда детали соединены по циклу: 1,11, . . ./-ая, 
I; при этом „конец" 1 детали соединяется с „началом" II детали, „ко
нец44 II —с „началом" III . . „конец" Лой —с „началом" I. Известно, 
однако, что определенные „концы" могут быть соединены лишь с 
определенными „началами", а для некоторых „концов" не имеется 
соответствующих „начал*. Требуется определить число различных 
вариантов сборки агрегатов и соответствующее каждому варианту 
число агрегатов. . /

В других случаях в задаче описывается такая ситуация, когда из
вестны только т-таблицы, но неизвестно какие ассоциации из каж
дой /«-таблицы могут участвовать в образовании множеств или 
(/?'!. Например, в следующей задаче.
3 а д а ч а 3. Дана ^-последовательность (А=1, 2, . . Л) /«-таблиц. 
Определить вероятности образования каждой из R*.
Заметим, что проблема перечисления элементов {Л7|, имеющая реше
ние в каждом частном случае с помощью различных методов комби
наторного анализа |1, 2, 7], принципиально неразрешима в общем ви
де, т. е. для кзк угодно свободного поведения функций /(А, /), 
/(А-+-1, 0 . . . /?(А, /), ?(А4-1, О . . . над массивами (А, /), (А-]-1, О,- 
. . Однако, как с точки зрения решения конкретных задач, так и в 
общетеоретическом аспекте, чем свободнее поведение этих функций 
над соответствующими массивами, тем больший интерес представляет 
изучение указанных обьектов. Называя класс комбинаторных объектов 
|£Л”|. (А'*! и и класс задач, описываемых этими объектами соот
ветственно „ассоциативными классами" комбинаторных объектов и 
задач, заметим, что в настоящее время назрела необходимость рас
смотрения решений этих задач с единой точки зрения; и в связи с 
расширением возможностей применения электронно-вычислительной 
техники сейчас возможна практическая реализация табулирования 
зависимостей списочных структур—элементов |4/т|, |, {А***} И
т. д. и их мощностей от распределений соответствующих «/-таблиц, 
либо от а* (см. пример 2). Наличие таких списков привело бы, с 
одной стороны, к стандартизации и типизации задач ассоциативного 
класса, к введению общих критериев оценки сложности данных за
дач и т. л., с другой стороны, открыло бы возможности для дальней
ших теоретических исследований. В отдельной работе будет рассмот
рен один из общих методов генерирования элементов (и) с помощью 
моделирования программы перечисления элементов на ЭВМ.
Автор выражает признательность К. А. Рыбникову, Г. П. Егорычейу 
и А. Д. Лумпову, за внимательное обсуждение, а также Ф. В. Широ
кову за постановку задачи „о сборке".
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I 11. 2. ԱԳԱՏՅԱՆ
1Г|»սւ3ո։|>|ո։ննԼրփ ւոհսությսսնր է1|սստկա|ւորլ ор |եկւոների մի րյսւս

I)ա Կ մանվում է մ իացու թ յո ւ ե ն ե ր ի տ ե и ոլթ ք անր :դ ա տ կ անող (( դու դորղու մ ~ 
ներ)) (կամ ((ասոցիացիաներս) անվանված օր յե կան երի մի ղաս: Ցույց I տ բր
վում, որ ամենատարբեր դուդո րդումներ ի ուսումնասիրության խնդիրր կախ
ված Լ ամենահասարակ զուգորդումների" а [ Ս\ -բազմությունների)) էլե
մենտների կոնստրուկտիվ թվարկման հնարավորությունից: Բերվում են ղու- 
քքո րդոլմն ե րի ւէիջոցով նկարա դրվող խնդիրների օրինակներ։ 1եոաշ / քաշվում 
և հիմնավորվում դո: դորդումների և նրանց {րիվ ր ա դ մ ո ւ թ (ո ւնն ե ր ի հրլորու- 
թյունների ադյոլսակավորմ ան ւդրոբլեմր:
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