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Разложение ункций, определенных вне компактов на
действительной оси, в ряды специального вида

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. II. Мергеляном 30/Х 1972)

Пусть Е, тез — произвол ьный компакт на действительной
ОО

оси, а (7 — дополнение Е О = ((<%, , <эо)/Е} — и Сц, и пусть 7(2) гармо- 
1 I

ническая мера множества Е относительно верхней полуплоскости.

Обозначим через р(2) функцию р(2) = 7(2)+/7(2), где 7(2) — функция 
сопряжения 7(2). И наконец, пусть функция /(2) — определена на С/.
Мы назовем вообще рядом (1) от функции /(2) всякий ряд:

(1)
(I (z] ™/(?) л ՜՜Ժ՜ + Х"п(г> cos "н(г) I A„(z)slnn;t(z)

2 Ո - 1

„коэффициенты** которого ճո(շ), ծ/։(շ), (ո-հ 1,2, • • • ) опреде- 
л я юте я формулами:

9 Р-
\f(t) cos nn(t)

I* • f 
0

sin4֊||i((O—|‘(г)|
dt

(2) и
bn(z)= — f/(/) sin /»|‘(/) sin —h1(z)

17 J t — z
G

где 2—любая точка z C;E C—комплексная плоскость.
Знак „ “ указывает на то, что мы построили ряд чисто фор

мальным образом, и означает лишь, что bn(z) связаны /(2) 
формулой (2), причем не предполагается, что ряд вообще сходится, 
тем более сходится к функции f(z).

Главным вопросом, как и в теории тригонометрических рядов, 
является вопрос, возможно ли, и в каких именно случаях, заменить 
знак „ ** знаком равенства. Поставленная таким образом задача эк
вивалентна задаче изучения ряда вообще. Цель предлагаемой работы 
есть рассмотрение вопросов, группирующихся около этой задачи:
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а) в каком смысле и при каких условиях ряд (!) „представляет 
функцию * /(г);1

б) скорость сходимости ряда (1);
для ряда нашего типа возникает и задача следующего сорта:

в) если имеем сходимость на С/, то где, кроме (и, ряд сходится, 
т. е. найти область сходимости ряда (1).

1. В этом пункте мы будем рассматривать вышеизложенные 
вопросы только для точек л*, принадлежащих О.

Теорема 1. Если Дз) абсолютно интегрируема на (}, то

Пт
Л « Цл(л') О 1!т £/։(х)=0

сходимость к нулю равномерна для любого отрезка |а,
Доказательство теоремы опирается на доказательство существо

вания обратной функции |ь(х) на связном множестве Оу (у 1, 2, . . .).
Принцип локализации Римана. Прежде чем сформулировать этот 

принцип, перепишем частичную сумму 5л( /, а*) ряда (1) в интеграль
ной форме:

о

ЯП1 (и+4՜) НО —!■(-'■)] 
-------------- -------------------- (ИI х

Теорема 2. (о 
руема на И, то для

локализации). Если ф(х) абсолютно и нт е г ри - 
любого х и £>0 справедливо равенство или,

другими словами, поведение ряда (1) функции /(х), х (1 в некото
рой точке х зависит исключительно от значений принимаемых 
функций в некоторой (произвольно малой) окрестности точки х.

Опираясь на эту теорему и нижесформулированную лемму, мож
но получить критерий сходимости ряда (1).

Лемма. Для любого х, х(Да справедливо равенство:

1
Нт 5Я(1, л) — Нт — Л ♦ « И О

Теорема 3. Если функция /(х) абсолютно интегрируемо на 
(1, то для того, чтобы в некоторой точке х, $п(/, х) сходился к 
какому-то числу 5, необходимо и достаточно, чтобы

Л*Н) 5 Зин ип ОО
— 6

гбе о любое положительное число с условием&
Если мы .хотим, чтобы в точке А' ряд имел 

(л- о, х •: 'д г\Е—0.
естественную сум-
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Му“, т. е. сумму, равную Дх), то для этого необходимо взять 5 /(л)
Если Дх) непрерывна на (</, Ь) и е>0 любое, то для равномер- 

ной сходимости ряда (1) на |п֊Н, Ь—з| необходимо и достаточно, 
чтобы

— 6

л*) абсолютно интегрируема на (1 и при

равномерно на [</,/?], где о —любое действительное число, удовле
творяющее неравенству 0 ''<Д. Отсюда можно вывести интересные 
для приложений следствия.

Следствие. Если /| 
фиксированном л* интеграл։ 

и 
Г /(х + П-/(х-О)
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3 /
—д

с некоторым существуют, то частичные суммы 5Л(/, х) ряда (1) 
. г „ Дх -* 1- 0) Ь/(х —0)функции / сходятся в этой точке к —-------- --------------- — где Дх НО)

—
и Дх 0) суть левый и правый пределы функции в точке х (пред
полагается, что х есть точка разрыва первого рода /).

Если функция Дх) непрерывна на [а, С С и если для любо
го з>0 существует £> 0, так что сразу для всех х£ |ц, /;] выпол
няется неравенство

Дх+0-/(л)

то ряд (1) для функции Дх) сходится к ней равномерно па |д, 
Таким образом, мы получили разложение функции непериодичес

кой. более того, неопределенной в некотором компакте £, £ С(— < 
+ оо) в ряды типа (1).

I еорема 4. Если /(х) ограниченная и непрерывная функция 
на а, то справедливо равенство:

х) — 0 (1п/7)
2. В пункте 1 мы рассматривали вопрос о сходимости ряда (1) 

только на </, теперь перейдем к вопросу: в каких точках, кроме то
чек О, ряд (1) вообще сходится, тем более сходится к функции Дг). 
Справедлива

Теорема 5. Если ограниченная функция /(г) аналитична в 
С/Е и стремится к нулю при г >%, то ряд (1) сходится к /(г) 
для г; 2 С/'Е более того, ряи (1) сходится к /(г) со скоростью 
геометрической прогрессии, т. е.



\Տո(ք.շ) /(г)| А • </".
где К — константа, ц константа, зависящая только от г, (<?<// 
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Ա. II. Ա՛ԼԱՑԱՆ
I »ւ՝սւ կ и։ Г. աուս 11 (] Г ին и|ատկանող կոմպակտիդ грн г и 

ներկա |Ш(рц|1р հատուկ ոսք*1'ու|
որոշված ֆունկցիայի

էիքք'*' ք (гпез Е ’ 0), որև Լ կոՅ պակսւ է իրական աոանղրի վրա,
Օ֊ն նրա լրացումն է իրական աո անցերի նկաամ ամր (յ = (( — ОС, Օ©) /£| ; 
Նշանակենք է բա դմա [ժ քան հարմոնիկ չափը վերին կի п ահա ր (մ т [ժ քան նկատ֊

/■Дг), որտեղ -։'(շ)֊ն*ւ(^)*/ք համալուծ էի անկցի ան Լ։ (հ[ վհր^ասլևս անենք /(ր), 
րոշված (]~ի վրա։ Աազմեն^ր հետևլալ

էի ւսնկց ի ան ո֊

С1 (2} **ք (г) ~ 4֊ -յ- V ип(г) է՝օտ пп(г) 1>п(г) Տ1ո «;«(г)Ո -֊ 1

(X ոործ ակիցները )) ^о(г) ап(г) Ьп(г) (// = Լ 9 . . .)
են՝

շ
Պէ(^) ՜՜ ^п~Т 1։ւ(0 — !1(г)|

՜է ֊ -

ե

(էէ/(/) շօտ//ա(/)
Հ՝ր ցանկացած կԼա աիրա լի/ից ( Շ^կոպլեքս հարթաթլունն է)։

տքւ ւհէ աէլան հարցրւ որն ասամնասիրված է ներկա 
է99քն է, իժե ինչպիսի պայմանների դեպքու մ // որտեց (յ

ա

ջսէք9^^րի համար
ց աւէ ի ա ա քմ րոն ր 
ճիշոէ է հե աե լալր•

Թ ե ո ր Л մ. / /!•

նշանր հաւքասարա թրսն նշանով:
աոաջանամ է նաև ալսպիսի հարց1 ե յ(/և անևնր ղու֊ 

րաէ ապա որաևրյ րացի (-1~ից գապամե ա Հ :
ո ա Տւ/ ան ափակ ֆ ա նկցի էսն յ ) անալիտիկ Լ С է-ամ և 
րր 2 ՀՅ • ապա Տց( է՝ 2) գուցամիտամ Հ ք ին ալն

Ս աա
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