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МАТЕМАТИКА

В. М. Адамян, М. Т. Яворский

К теории канонических систем дифференциальных уравнений 
на полуоси

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 4/У11 1972)1. Пусть У—матрица порядка 2п, такая, чтоУ2=-/.где 1 единичная матрица. Полагая 
Р =^֊(/+։У).

будем считать, что ранги матриц Р± равны числу п. Из равенства(1) следует, что Р± эрмитовы, и что
Из множества матриц, описываемого формулой 
где К— любая матрица, удовлетворяющая условиям

К*К=Р , Л'А*=Р_,зафиксируем одну и в дальнейшем будем обозначать се через Ро. Отметим, что Ро7Ро=0.Обозначим через /У(х)—матрицу-функцию порядка 2//, обладающую следующими свойствами:1) при любом а' - (0, оо| матрица /7(а') строго положительна;2) элементы Н(х) являются абсолютно непрерывными функциями на полуоси [0, ею);3) гильбертовы нормы матриц /У (л) и //,—/У(л*), где //«—строго по­ложительная матрица перестановочная с У, удовлетворяют условиюноС| II Н'(х) II + II Н.-Н(х) II ]<Ъс<во.
и
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Настоящая заметка посвящена выяснению некоторых положении спектральной теории дифференциального оператора /)„, задаваемого при помощи выражения(£>и/)(-<) —// 1(л-)./Л(л-)на множестве гладких быстро убывающих матриц) на полуоси (0, оо), таких, что вектор-фуикцнп ((2//Х1)
АУ/(0)=0.Замыкание £>н в гильбертовом пространстве Ц2п)(0, гю; определяемой по формуле /V) с нормой,

со

оявляется самосопряженным оператором. Этот оператор мы также бу­дем обозначать через Оц. Изучение свойств оператора 1Эц с различ­ных точек зрения уже предпринималось многими авторами. Более старые результаты в этом направлении систематизированы в книге ('), а новые пути к таким задачам указаны в работах (2 3). К этому же кругу вопросов можно отнести результаты монографии (*), а также работы (•'■), связанные с дифференциальным оператором(/
с1хгде 1/(х)—эрмитова матрица-функция.В предлагаемой заметке устанавливается ряд свойств фундамен­тальных вектор-функций оператора приводится теорема о разло­жении по собственным вектор-функциям, а также изучается группа у пи гарных операторов в Л.^п)(0, о©, //), порожденная оператором />ц. Основные предложения работы (5) в неТ։ распространяются на более общий случай, доставляемый оператором Г)\\.2. Рассмотрим дифференциальную систему

где ) (л, /■) —матрица-функция, а л—комплексный параметр. Как из­вестно, каждой (2/1 2/1)—матрице Ко отвечает единственное абсолют­но непрерывное решение системы (2), удовлетворяющее условиюГ(0, О=^о.Это решение дается формулойГ(х. /)=г(.г, /)Г0,где /:(х, /)—абсолютно непрерывная матричная функция, удовлетво ряющая уравнению (2) и условию/:(0, >)=/. (3)72



Матрицу-функцию, удовлетворяющую общей дифференциальной сис­теме первого порядка и условию (3) мы в дальнейшем будем назы­вать фундаментальным решением.Напомним, что для Л’(х, /.) при любом х£|0, сю) из эрмитовости п непрерывности матрицы-функции //(х) вытекают равенства£(х, л)/£(х, /.)=£(х, /)./Е (х, /) ./н оценки
II '-)II £(*» '•) II =

.г|| ^ехр ||/.| I || Н(5) || </$|.
•7
ПОстальные свойства //(х), перечисленные выше, влекут за собой ряд дополнительных соотношений для фундаментального решения. При­ведем некоторые из них и наметим путь их вывода.В силу тривиального тождества,/А/(х) = // ' <х)[Н1/*(х)У/У1ь(х)|//֊,«(х),где //‘4х) положительный квадратный корень из /7(х), матрица.///(х) подобна антиэрмитовой матрице /(Дх),5(х)=—Сигнатура матрицы СДх) при всех х, очевидно, совпадает с сигнату­рой матрицы—/У. Поэтому (^(х) с помощью унитарного преобразова­ния 67(х) можно привести к виду<2о(л) = и (х)(^х)Лх) = (Ц (л),\ О, (4)где <2 + (х) - строго положительные матрицы порядка //.Обозначим через иЬъ) унитарную матрицу, для которой

/лмм, О\ 0, ֊(?-(оо)где <2 (<х>) диагональные положительные матрицы порядка //. В силу свойств 1)—3) матрицы-функции Н(х) среди унитарных матриц-функ­ций, удовлетворяющих условию (4) найдется матрица-функция С\х) с абсолютно непрерывными элементами, такая, что 
х

О

|| и(гуо)— £/(а՜) || -ф || У'(х) || |б/х<^ос.
Полагая£(х, /.) = // ’>(х)^\х)/?(х, (())// ' (()),

получаем, что /:'(х, л) является фундаментальным решением нн я уравне-
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где
\\х) = ^(х)Н^х) (1 

с!х
и(л) + иЧх)-^- Щх). 

ахПодчеркнем, что
о

II У(х) II йх < ГХ>.
В свою очередь матрица-функция £(х, X) представима в виде£(х, Х) = £0(х, Х)Л(х, >.),где £0(л*, /) —фундаментальное решение уравнения4-£„(х, Х)=гх<20(х)£0(х, X), 

аха Л(л*, /)—непрерывное решение матричного интегрального уравнения.VЛ(А, ).) = /+ у^о(5, л)1/(5)£0(5, /)Л(5, о,,Если //и/.=0, то £”*(х, /.) Е($, /.)—!и Л|| £(х, X) II 5£ехр | II И($) || <1а .иПоэтому при //пл = о Для фундаментального решения /:(л, /) справед­ливы оценки||£(а, л) || = || Е֊'(ху /.) || ^ || //֊՛'>(*) II ехр II II

При а->^о матрица-функция А(х, /) = ехр( /х}Н^)Е(х, /.) стре­мится к пределу А(г) равномерно на каждом конечном отрезке ве­щественной /.-оси.Петко видеть, что
II //;•’ || ֊‘ехр [-2 [ II и*) || </л| О

оеЬ|>||И5)|1(/д1. (I3. Пусть /0—унитарная матрица, с помощью которой проектор 
Р<} приводится к диагональному виду по формуле



о
Ль \ 
о, о/В силу (5) можно утверждать, что в формуле

ОД, О
О, Оматрица (7(л) при всех вещественных /.положительна и имеет ранг п. Обозначим через Д(а) матрицу обратную к С7(л) и рассмотрим гиль­бертово пространство £^л>(—оо, оо; Д) измеримых (л X 1) —матриц-функ­ций ?(а), определенных на вещественной оси и таких, что

д

Подчеркнем, что для Д(/.) справедливы оценки/УуЧ-'ехр
Т е о р е м а 1. Формулы

ОО

?('■) = ' ')Н(х)/(х)йх,

О

(6)
осуществляют взаимно обратные и изометрические отображения А?’,։)(0, оо; //) на оо; Д) и А?’^—оо, оо; Д) на А<2я,(0, оо;//),
переводящие друг в друга оператор 1К и оператор умножения на 
независимую переменную в /Дп,( оо, оо, Д). При этом интегралы 
в (6) сходятся в смысле метрики в Цл)(—ео, оо; Д) и оо; А/) 
и имеет место равенство

ОО 90 ? (/֊)Д(/)?М^.
(IВ случае, когда /¥«—Н(х)—0 при х>и>0. теорема может быть до­казана с помощью приведенных выше соотношений и с использова­нием известного метода направляющих функционалов М. Г. Крейна (ь).Переход к общему случаю может быть осуществлен па основа­нии следующего замечания: если теорема I верна для каждого члена последовательности матриц-функций А/,։(л*). удовлетворяющих усло­виям 1)—3), и если эта последовательность сходится к матрице-функ­ции А/(д-) того же класса, так, что 75



<4։Пт Г| II //(л)—//„(л ) II -I || /У'(л-)-//;г(х) II |</л֊-0,Ото теорема верна и для //(л*).4. Пусть £)«—самосопряженный оператор в пространстве Л!,2я> ((I, соответствующий частному случаю Н(х)^Н^. Так как прост­ранства £^2л,(0. оо; НН) и /Д2л)(0, 77) состоят из одних и тех же элементов, то имеют смысл произведения операторовехр(—/£>н О ехр ехр (//X х) ехр (—/£)„ О, —оо</,Теорема 2. Волновые операторыIV’ (/9н, 7)ж)=х —Ит ехр (Шн^) ехр (—
существуют и изометрически отображают пространство оо; /7х) на *хэ; Н). Их действие определяется формулами

РУ

(Г±(Он, £>•֊)/)(*) = 4՜
• ч I

— ОО

| 20Р0 ехр (—).$.///՝) /($)
I 'о

где
о-Следствие 1. Операторы ИЛ и /)ц изоморфны, причем 

м (Ян, е>х)е<^\у՝ (Л>й, £>,.)= £?, 
где Е(0Л) и Е^ — разложения единицы операторов 1)х и Несоот­
ветственно.Оператор рассеяния 5(Л)Н, О»),£(£>н, ОЛ) = и7-(^н,Пв)и7_(Онэ О»),перестановочен с /Л,, и в пространстве /Дл)(0, о©; Д)(Дос(л) == /п) онА действует как оператор „умножения՝* на матрицу-функцию £('),А

Заметим, что также как и в (5) матрицы-функции А (>) и Д_(/) являются граничными значениями ограниченных аналитических мат­риц-функций соответственно в верхней и нижней полуплоскостях и связаны со спектральной плотностью соотношениями△(М = (Л±(')4*ШКроме того, в случае, когда матрица-функция Нж—Н(х) имеет фи­нитный носитель, группа унитарных операторов, порожденная опера- 76



тором /Ль укладывается в схему теории рассеяния П. Лакса и Р. Филлипса (7).Авторы выражают благодарность М. Г. Крейну за ценное обсуж­дение.
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Վ. 1Г. ԱԴԱՄ ՅԱՆ, 1Г. Տ. ՅԱՎՈՐ11Կ1»
հանոնական րյիֆԼրԼ ն(յ|ւա| հաւ| ասարումների սիստեմներ ի մասին կիսաոանցքի վրա

Դիցուք մ (Ղէւ^հՂէւ}—մատրիցը բավարարում է հետև լալ պայմաններին 
Г֊=-1, /* = -Լ Տրյ=(Հ

որտեղ' I—միավոր մ ատրից է, խւկ Н(х) (2пУ('2п)— մատրից~ֆունկցիա է (0, Օս) կիոոտանցքի վրա* ոք9ի էլեմենտները րաց արձակ անրնղ^աւս ֆ ունկ֊ 
ցիաներ Л5/, լարաքանչրոր X մար А/(Х) խիսա դրական մատրից է և օժտ~ 

и
սուտկավժլամր, որտեղ' Ւ/— խիստ դրական մատրից է և տեղափոխելի ./ հետ։ 
Աշխատանքում ստացված են րանաձեեր

ах

կանոնական ղիֆե րենցիալ սպե րատո րի սպեկտրալ խտու
հաշվելու համար։ որոշված է (0է ՕՕ) կի 
ֆ անկց Д ան Л ր Д րա ւր! ա 1^1 է/ր4Կ որոնք րավւ

սաո ան ցքի վրա տրված ողորկ

հատկա թլանր։

о
Միաժամանակ ստացված են Е{Х. / ) ֆտնդտմենտալ մատրից-ֆ ունկցիալի 
մի շ։որք հասմրո խլա ններ։

—}Е’(Х, 1.) = >Н(х)Е(Х, I)-, М.=0

£(0, >.)■-=/
••խւսւեմի անրնդ հատ լա ծումր։
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