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МАТЕМАТИКА

В. В Восканян

О наибольших по модулю значениях для некоторых классов 
функций, аналитических в кольце.

(Прелстаплено академиком XII \рмянскон ССР Л. .1 Шагиняном 16 V 1972)

Пусть Л' есть открытое кольцо на комплексной плоскости, огра­
ниченное окружностями Г, ;с:|с|- I, и *|,
Обозначим через //''(К). \^р оо. банахово пространство функции 
/(г). аналитических (и однозначных) в К таких, чтс

2г

(•'в I Г(ге")Հ (Iէ <Լ о .

и
с нормой

II / II р
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(как известно. функции 1к ///'(А) имеют почти всюду на Г = Г։^1 
граничные значения и /(.^г), суммируемые с р֊й степенью). 
Аналогично. /Г (К) будет обозначать банахово пространство аналити­
ческих и ограниченных н Л' функции с нормой

/II - տ։փ1Հ(շ)| - 1'га1 шах |/(л)|

Обозначим через ձ’,„ ,
функция ««(.с) принадлежит

։4(Հ) I/(л ). »(д )с/д- <»па порождает
• 'I

единичный шар в Если
где 1 </ | 1 р I, то по формуле 

на пространстве Н!\К) линейный

ограниченный функционал о>.
По принципу двойственности
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II ‘X11 ,՜ ֊ sup w (.v)/(x) dx - inf Vrai max|w(A՛) - ?(x)|. 
?€«՝(*» r€>

(2)

R работе автора (') (см. там же литературу), где использовалнс) 
результаты С. Я. Хавннсона, в частности и принцип двойственности, 
был рассмотрен случаи, когда ю(х) является граничным значением 
функции <ч(г), аналитической в А՜, за исключением конечного числа 
полюсов, лежащих в К. Было найдено представление функций f'(z) 1 
?•(?), реализующих точные верхние и нижние грани соответственно 
в равенствах (1). (2).

Пусть зафиксированы точка а £ К и число р, Рассмот­
рим задачх о sup |/(а)|, т. е. экстремальную задачу вида (1) или (2).

где >՛<(՝) ~------- --------- . Результат (’) позволяет найти и этом случае
2-i(z -а)

все параметры, участвующие в представлении эхстремальпых функ­
ций /’(:) и ?*(г).

Теорема 1. Если 1 р1 4- , то
Inf-

fl) II‘"lip - sup|/(o)|- 
'с՝՝ л

,Д(. г./>-«|Д|- |д|)

2"-4( -|я|у։ |(/|)Д(;а| |<г|)
1

lf-a,։/*

в) Лее функции f Sp, сМя которых |/(а)Н|Н1’, 

постоянный множитель еь от функции
отличаются на

Д(а я)
Д(— у՛’ »<г ',я)

с) Функция i (г) ---------------
2-i(z-a)

'+ i (ll-p'W)'’ 1

-4(о ы|
•4( ха \а)

А( a?֊P,z}

А(а. г)
p(-U>-'u », z)
I Д(и ', z)

2« I

Д։« ’, г) 1

воинственная из всех Г^Н'!\К) такая, что

II՝1' ?H/.vo)=lnf II"՛ ? II•

Здесь введены обозначения: A(b.z) (z А)[1( | ։ ֊<-'” —У

. A(a.z) 
dz

у՛-՞')-’. Заметим, что функция А(1>, г) яп-
п I

лястся кольцевым аналогом 
на с помощью н։ функции

двучлена z Ь. Она может быть вираже 
Якоби:

Л(Ь, г)= И(Аг)1/5 н /JL|։1 2 \
\2г/ b /
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Во всех встречающихся формулах 
функции и логарифма.

Теорема 2. Если 1 —֊-
hip 

и с) теоремы I

взяты г.тайные значения степенной

I։*

|2"Л(|а| >|)р «М(-р >,ja|)

1 « Д( pa |a|?,z)
М( (р<») ՛;«*..-)р

Л( -й»Г ։ ч

где

1 «)|2*՜1
2г/ |Д( —(pa) ։|a|*,a)p

?•(*) = 1 м |Л(֊Р) НгН-'*
2к/(г-а) ' Л(а, г)|Д(а »р '

При р оо, очевидно—/ (г) 1=|«||՜ В этом случае может оказаться 
любопытной
Теорема 3. Пусть р-ъ. Существует бесконечно много Функций 
г (г) //'(А). реализующих нижнюю грань о экстре м /льний задаче 
(1). Нее они задаются формулой

г U)
1 а~;А(а а)Л(«, гМ՜1, z)

2r/(z— a) 2~iA(i. а) А(з \а) А(а, г).4(а '.£)/

где — <0. р^|а|^ 1. 
а

Таким образом, множество экстремальных функций/’(г) и ? (г) 
। 1п|<։|

существенно изменяется при прохождении через кривые р- I
I пр

и /> г\, и области р</4<|. хотя и ||«|| непрерывна впей.

Следует отметить, что подобные факты не могут иметь места в ана­
логичной задаче для круга.

В работе (։)(см. также (*), §5)П.Р. Гарабедян нашел значение 
5"р|/(а)| для ограниченных по модулю единицей аналитических фун­
кций в произвольных конечно-связных областях Оно выражалось 
через ядро Сеге, построенного для этих областей

Отметим, что функция /*(;), реализующая нышепаниевнную 
верхнюю грань, должна иметь нуль в точке а, иначе существовала

бы функция а(г) = нз этого же клаСса со свойствами
1 -/(а)Лг)

*/(г) /(г). |?'(«)|>1/'(<0|- Этот факт позволяет в случае кольца 
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непосредственно вычислить 8нр|/'(а)| •* также найти экстремальны։ 
ф\ пкцин /*(•?) и ? (*)•

Теорема 4. Пусть ш(г)=----------------- , «£Л. Тогда
1 2т (2֊ а)-

л) w II L
сип lf'1 .V '.'ЛС-М '■ Н)
Л*. 1 ՝ уаА( «И1, խ )4(-|<փ-', |а|) 

/И Функция

f(z} =
A(a,z>

?-Д(и '.շ)4(- (ly ',z)

единственная из S с. с точностью do 
такая, что jf(o)| 11 w || ’.
с) Функция 

постоянного множит:ля е

?'(*)
2-i(z а)1 2г/ |А( ^֊',rt)A(a,2)|s

и только она реализует нижнюю грань я экстремальной задаче 
(1).

Замечание. Все утверждения для Н*(К) в рассмотренных зада­
чах переносятся без изменения на банахово пространство Д(Л) функ­
ций, аналитических в Л' и непрерывных в К. с аир—нормой.

Ереванский । <*суларешсиныи
у II н вере 1П с!

Վ. Վ. Ո11ԿԱՆ5ԱՆ
0ք|шկи। d ujГ.inIիuiիկ ֆո ւնկց |ւա(ւԼ ւփ որոյ ւ|ասԼր|ւ համար մողուլո<| մԼ ծարյույն արմԼքնեւփ մաւփն

'Դ5'»ք A'^|z:f/<|z|<l|, a է К.

Ռ րրո ա։րէ[ւձ Լ լո»[ Հեղինակի ( J ա ր ffjn էն րր , ^Uifnqtjnid Լ Ա՚Ւ*!
հետ ևյաք Էք>ստրեմШ/ խնրւիրներՀ

sup ||/||^1| ե
sup||/'(a)|:/C^’( К), II/|| .^1.

euPf վերին ևէյրերր, /м|7 արքքեվ»ն1»րր հա Г] ո րէք НГ] ք (2) և 
'ք (z) Լրս^էրեմալ !ի ա*ւՅրքի աՆհ րր եր1ր//է/ի իւ՚Նպրա/էէ
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