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О равновесии симметричных пластин

(П|*елст.)11лс11<՛ академиком ЛИ Армянской СС1’ С. Л. Амбарцумяном 1» II 11172)

В данной работе изучаются упрощения, вносимые в статические 
расчеты симметрией пластин. В силу своей структуры пластины могут 
обладать только двумя типами точечных групп симметрии: цикличес
кими группами Сп и Спи (л -I. 2, 3, . . ). Элементами группы Сп яв

ляются повороты С' (г 0, 1. л II па углы га, причем ։ = — . 
п

В грушп С„. кроме указанных элементов входят также отражения 
зг , н плоскостях, проходящих через ось симметрии и составляющих 

<3 
углы г— (г = 0. I......... п I) с некоторой плоскостью симметрии.

принятой за начальную.
§ 1. Пусть некоторая система 5, состоящая из пластины, связан

ной со стержнями, занимает область - и обладает группой О сим
метрии порядка т Положения точек се срединной поверхности опре
деляются полярными координатами >/ и ?, причем полюс координат 
располагается на оси симметрии. Уравнения внешнего и внутреннего 
контуров области - имеют нид р=р+(©) и ?=,։>-(’?). Пронумеруем все 
элементы симметрии {]- I, 2, .... т) в следующем порядке:
С?. .........С՞-1, 5։. э։........... зп. Обозначим через Й|СУ область, ог-

рапнченную прямыми <? —О, ? — — ։ и соответствующими Участками 
т

контуров области 2. В стержни располагаются по кривым Гд (/ 
— 1< 2.........о), где а —число этих стержней. При воздействии эле
мента симметрии /-й стержень из области 2։ перейдет в стержень, 
расположенный по кривой Г/у (/ 1. 2.......... <»; ]= 1. 2........ гл), урав
нение которой

Если вариации прогибов м»(р, ?) системы 5 удовлетворяют гра
ничным условиям, то из принципа виртуальных перемещений следует 
такое уравнение равновесии при действии поперечной нагрузки <?(р, ?):

142



? E'Hp. (I)

где V,- it l',y потенциальная энергия гластины и//-го стержня. при-
ICM

^'ij— \dVit. Для конкретизации последи. н> выражения нгобходн- 

о задаться связями между пластиной и стержнями.
Согласно известным результатам теории представлений групп (’) 

ля любой функции />(р. заданной па ՛-՛. можно построит!, се- 
1ейство функций ?1 (*. t‘ I- • т ): ’ = 1 2. . Л об
едающих следующими свойствами:

/<0. ?)=v V (3)
I I *- I

;.»!<*> т * * <;|I Р т .
ХХ". ?)^? -֊'՝• - х' // »՛(>. п/՛;'(р.

՝ .1 "I .)
1 »“(♦) • гто

(4)
Здесь / число неприводимых представлений группы (г. а /я. —раз
мерность *-го представления. Нумерация неприводимых представле
ний соответствует принятой в(։).

Пусть к системе 5 приложена поперечная нагрузка «/“/(у. г)
спользуя (3) и (4| получаем следующие равенства:

Щ п
где А( = —, если уравнение кривой Г„ имеет вид - О или ?=՜ ’՛ 

и Л( = 1 в противном случае; И.'*’ и Г}՝՛1*’ потенциальная энергия 
участка пластины, занимающего область и /1-го стержня при про՜ 
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гнбих к՛'*' пластины. Подставляя (5) и (61 и ՝ равнение равновесия и 
учитывая лине։ нут независимость вариаций ;)| *' (р I, 2........
т, ) приходим к системе уравнений

Л
т »+|:>

определяющей функции а(„*’(р. ։).
Построение функций р), механическая интерпретация сис

темы уравнений (7), а также связанные с ней упрощения и методика 
рассматриваемых расчетов обсуждаются ниже.

§ 2. Воздействуя на функцию р(р, элементом получаем
некоторую но тую функцию />7(р, ?). В общем случае система функ
ций р, ф, ?) (/ —1. 2........./п> линейно независима и порождает ///-
мерное пространство Цт функций. Как показано в 0), функции //**(0,7) 
(*— I. 2, . .. I; /а. р=1. 2........ пк ) являются каноническими базис
ными функциями регулярного представления Т группы О в простран
стве Нт и. следовательно

/м
?) v<y, Pji'-. ?), 

>->
(8)

где։/ численные коэффициенты. вещественные для группы C/h„ 
Фут пин Р ф) (п=1, 2........ т ) образуют базис /г го подпрост
ранства /?/ . инвариантною относительно прело явления Т и преобра
зующегося по неприводимому представлению группы О'. Весьма 
удобно։, для приложений свойство вещественности коэффициентов 
с/,' в случае группы Сп симметрии имеет место только для подпрост- 
ранстр, преобразующихся по неприводимым представлениям *, и 

з
(при четном л). В этом случае целесообразно функцию /Чр. ?) 
раскладывать по подпространствам Р\\ /?/’( /?^1, (« -- 2, 3. . .
и 1 X—— при нечетном п \

J и /? л (н случае четного //). Тогда коэф- 
֊֊ -1 при четном п ]

фнциенты с'/_* можно выбрать вещественными, а формулы (3). (7) и 
(8| сохраняют вид, если под понимать представление, индуцируе
мое в /?/Ч7?՞* представлением Т, и положить т. —2. а 4 = 1. Заме
тим, что для двумерных представлений рассматриваемых групп мат
рицы операторов (Я0 и т, (tin t) U = h 2........л) соответственно
имеют вид
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соз------------ :и

.1.. -°1' ■>■•
II

51П --------- -п
СО52^ 

п

2-и- щ 
соз-------------=п 

5<П^ Ьт, 
п

— 51П

СОЗ

II

(9>

Используй матрицы (9) и специальные методы георни представ
лений (’ •)» получаем для одномерных представлений групп Сп и С„.,:

1
Ом =— Л (£;) 

т

а для двумерных:

2™
п

, при нечетном и

, при четном и
(10)

<•<*/ — ( !)*<'- 0 |,Т|
т п п

с<*|= -=-(֊-!)‘(/ - ’»о։*$т 11 4-^соз —1 >Г|
т п п

НО

(12)

где /,.(£;) значение характера <-го неприводимого представления на 
элементе М и ^—символы Кронекера

1, при х^вО,
0. при х<0,

V—2— при четном л,

— при нечетном л. и г

2. .
т 
и

п

Доказательства свойств (3) и (4) для построенных вышеуказанным 
способом функций р’*> проводятся аналогично подобным доказатель
ствам в (*).

Положим для групп С„ и С,*; ?=(/-1)։ -3, (0^;^։; /=1.2.....
1 а

Г/) II «> = —(у — 1 )։֊!֊։. (0^:^—;/=1, 2. • • 2л) соответственно.
О 9

Тогда функции /<У(р. преобразующиеся по одномерным представ
лениям групп Сп и СЯР| удовлетворяют равенствам:

Х'Л', ’)
и

/<?(?. ?)=
7.» (С, * )Р(.|’<Р’ ')• 1։РИ нечетном /,

7,.(СГ)ХЛ»М։,(Р. Т :)՛ "Рн '|етном 7

(13)

(14)

а для функций ?), преобразующихся но двумерным представле
ниям группы Сп, имеют мести следующие соотношении, которые при 
нечетных значениях ) остаются справедливыми и для группы Сл,.:
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?)••" cos "-7՜՜-1 I)—sin *7/t * >T' A1*^.

(15)
/<*‘0. ?) sin "(y՜1 >-A>1 *’(.», :) . cos ——J). 

n n

Если же в случае группы Cnv значения j четные, то

P',t'(P. ?• = -cos — (?, — sill р’?»(Р. 4՜ —0.
л 2 п 2

(16)

/>*’(?. ®) = —sin —n't(p, — ֊ 5)4֊ cos — Х*Ч". —-----;).
n r 2 n 2

Уравнения 1131, (I II, (15) и (16) характеризуют те ограничения, 
которые накладываются на функции ?). Нетрудно видеть, что 
любым заданным внутри области £2։ функциям //*’(*>, ;) (р = 1, 2,..., 
•п ), и в частности, функциям ['*«’('>, ;)|'*> соответствует некоторая 
функция р (*’(р, с). Поэтому под функцией |мю(р, «)|^** из системы (К) 
можно понимать произвольную вариацию прогиба в области 2։, удов
летворяющую граничным условиям на соответствующих участках кон
туров области !֊! и ряду дополнительных условии на прямых ?—0 и

? — ч. Так, для одномерных представлений групп С„ и Сп։.
т

<;и։>ф, ։) = /, (С, ) ®<>},и>(р, 0); (17)
и

аИ.!м”(г'. 1 (’7л (3։)®('|Ю/р.

0) = (-1)’/. (’։) <՛»’•(?, 0). (18)

а дли двумерных представлений:

К-'”|։’(''. ։)=С08 21 0) 5|П 21 а.1*м,>(р, 0),
п п

ин*к..)(Гл 7)=51п 0)4 СО5—1£”*,(,Чгл 0). (19)
п п

и
•<*«'"(?, 0)=w',;"J’(p, О)=о, w’*։<”(p, 0) <*|(3|(р, 0)=0, (20)

etg—K'1*"’ 4֊ ), при четном х

(,, 2_ црН нечетном s

где ^L*”*’(p. ։) -s-я частная производная ио 
(s=O, 1. 2, . . .).

от функции «)
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иллюстрирует расчетную схему д

Рис. 1.

Так как любые производные по о от функций ии*|(р, :) удовлет
воряют тем же соотношениям, что н сами функции, то с помощью 
дифферепциа ьных выражений для углов поворотов и внутренних 
силовых факторов (л) нетрудно придать механический смысл отме
ченным граничным условиям.

Для каждого представления рассмотрим систему 5. . состо
ящую из т. пластинок 5.:,(р 1. 2........ т ). любая из которых сов
падает с частью системы 5. расположенной в У,. Схеме загружепия 
системы 5., при которой на каждую ее часть 5. действует соответ
ственно нагрузка ^'*’<Р« «). обозначим через <?'*'. Если иод •)
понимать прогибы пластинки при схеме <7'*' загружепия, то выра
жение (7) можно трактовать как уравнение равновесия системы 5 , 
на части 5», которой наложены вышеуказанные граничные условия 
Решением этой механической задачи при схеме загружепия </'*• явля
ются функции а^*Чр. ՝)• Рис. 1 

•1ля функций «^Чр. =)■ соответ
ствующую двумерным представ
лениям группы Сп1,. ,

В заключение предлагается 
рациональная методика стати
ческих расчетов симметричных 
пластин: а) по заданной функ
ции нагрузки на основании фор
мул (9). (10), (11) и (12) стро
ятся функции г): б) Д-1я 
каждого представления сос
тавляется своя система 5. ; в) оп
ределяются прогибы к'^Чр, «) 
пластинок при загрузке 5, 
по схеме (к = 1, 2........ т,);
г) по формулам (13), (14). (15) и 
(16) находится функция ®): 
д) согласно (3) искомая функция 
прогибов системы 5 строится 

/ т.
как к՛ 'х՝ , V тс’’£Чр. ®). 

»-1 *-։
Применение предлагаемой 

методики особенно целесообразно 
стержней, отверстий, точечных он

при наличии большого количества 
»р и т. и.

Одесский ||ижгнерно-стр<»1телы1ый 
институт
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ir. լ. ւտէՐԻՇԿՒՆ. վ. ц. ւււ>ւրտւււ.ււՎ 

|1խ(1*տր|ւ1| puii|tn(iрГ|1*г|| fiuit|iuuuiruil|^nn11>յան է(սւււ|ւն

Աշ/ոատ ահրոէմ tn it nt i/b ա и ի րվ ու մ Լ սիմետրիկ /I ու ц տն ք!Ն ե ր ի ստւսէոիստիկ 
Հաշվարկների պարզեցումներ: Այդ հաշվարկների համար աոտշադրվտմ Լ

iiuifj/ւոնաւ մեթոդ» in j ռային վ էիտնկէ/իաքի միզողով (!/),(!()), ( // )

ե Հ / V ) բանաձևերի օգնությամբ կաոուցվա մ >■ Հ.*’ (M) * ա նկղիա, ր ) րռ րա- 
յւան^ւսր ՜ ներկայացման համար կազմվամ Լ Տ. հաշվարկման սիստեմ, ո(*ր 
բաղկացած Լ IH էլեմենտար բջիջներից' Տ\ ., ղ) որոշվում է Տ».«* թաղանթ- 
ների U '*'(0. :) ճկտմներր վ'Լ րեսերի աղդեցտթլան տակ, դ) (13}, (11), 

( / •> 1 ե( Ifi) րտնաձեերի ողն ու թ յա մ jt ղ ան վսւ մ iv ^(p. ?) ֆ ու նկցիանե յւր, 
ե րտնտձեի այնաթյտմր կաոո» ւքվա մ է սյւո՚հեյի էմյմ ան էի անկդ ի ան ։
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