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Напряженное н деформированное состояние тонкой упругой плас
тинки или оболочки состоит из внутреннего напряженного состояния, 
распространяющегося на всю пластинкх или оболочку, и напряженного 
состояния типа пограничного слоя ( ։~л В работе теория внутреннего 
напряженного и деформированного состояния для пластинок ( 1 )
дополняется построением погранслоя такого напряженного и деформи
рованного состояния, которое удовлетворяет нулевым граничным 
условиям (для напряжений) на верхнем и нижнем плоскостях, быстро 
затухает при удалении от некоторой фиксированной линии (края) 
срединной плоскости в глубь пластинки и содержит достаточно произво- 
лов для взаимодействия с внутренним напряженным состоянием 
Функции, удовлетворяющие этим требованиям, являются функциями 
типа погранслоя (4). Строится погранслой для ортотропных пластинок.

I. Пусть край прямоугольной пластинки затается уравнением \ О 
и пластинка простирается вдоль х>0. Для построения погранслоя вблизи 
этого края, в уравнениях трехмерной задачи теории упругости (уравне
ния равновесия, соотношения упругости, деформация-перемещениеI 
сделаем обычную в теории погранслоя заменх переменной

л* А/, у <|тл г h\. (1.1)

Решение вновь полученных уравнений, у ювлетаоряюшее одно
родным граничным условиям (для -:л/, при 1 и имеющее
затухающий характер при / - . бу тем искать в виде функций ти
на погранслоя

9; “ 9;('|, К ’)<’ * ’ :,Ч 9!,*],(>;. ՛.)»’• 4 • :н (1.2)
Л-0 л^и

где 9» любое ич напряжений и перемещений, х( н вещественные 
числа, различные пока для различных напряжений и перемещений, 
нилнющнеся показателями интенсивности. А՛!»,. '(л. •) функции 
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изменяемости к по свойстве погранслоя /?с£>0. /?е>/>0 ։=— ма- 
(7

лый параметр, 2/г—толщина. 17 —характерный размер пластинки. «/Н|»/ 
должны подобраться так, чтобы после подстановки (1.2) в преобра
зованные по формулам (11) уравнения теории упругости и при- 
равнення в каждом уравнении соответствующих коэффициентов при 
одинаковых степенях ։, начиная с низшей, получить непротиворечи
вые уравнения для определения и Указанные требования 
будут удовлетворены, если

ч = х’ х«.՜* + ։1’<= 1‘. 1‘щ=н4-։. (1-3)

здесь а,- любое из напряжений, «,
Ui
— — л юбое

<1
из безразмерных

перемещений. Подставляя (1.2) в вышеуказанные уравнения и учн-
тывая (1.3), получаем
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dvj; ՛> ok

(1. 2; *. >)

В (14) и (1.5) и в дальнейшем обозначение (1,2; k, /) означает, 
что есть и вторые системы уравнений, которые получаются от этих 
заменой k ни /. нижнего индекса при напряжениях и перемещениях 
(1) на (2). «,» коэффициенты упругости. Величины О при/<^0. 
Из уравнений (1.4) и (1.5) вытекает А = сопь(. /— сош»(. /(ля них в
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дальнейшем будут получены характеристические уравнения, выте
кающие из граничных условий

"дх 0. ’/=0, -у/ “ 0. при

2. .'•равнения (1.4) составляют полнею систему 
величин т<д>(П, (/=1, 2).

(1.6)

для определения

где

(11 
сн,

1 дени
цО։ —______ 122

’"*1) «'о * ■ «и Ог,

(2.2)

Л։
«м Л/}*՜”_ дю-о — а։ь__ 22________ <Ц_</„’ /Ч‘> оя (Ь, дЪ(Г,

С/5" 11
֊ «М (2.3)

к
-<о — _ —

ЛГ>(>) ,1

1

Факт определения т՛*^ из обыкновенного дифференциального 
равнения (переменная т, входит как параметр) хорошо согласуется 
о свойством пограислоя (*). Общим решением уравнения (2.2) будет

Чн = С‘:‘(*.)51п; с«‘»(».)со5*л; + ®’;:‘, (1,2: к. о (2.4)

где ®’}р- чпстное решение неоднородного уртвпення (2.2) Подста
вляя (2.4) в (2.1), находим значения напряжений. Это решение на 
зовем решением типа антнплоского пограислоя. В частности, требуя, 
чтобы 1=0, получаем систему однородных уравнений отно
сительно неизвестных С}“( и С'/ч. Приравнивая к нулю определитель 
-•той системы, получаем характеристические уравнения:

СО5 кк 0, $1л кк О. (2.5)

1 / (I **Из первого уравнения определяется к I — (2л 1 ) —, (л О, I. 
՛ О|| ֊

2)-соответствующая кососимметричной задаче (изгиб), а из второго

к I — гл, (л 1, 2, . . ), соответствующая симметричной задаче 
Г <Гц

(растяжение). Каждому значению к соответствует своя функция тина 
пограислоя.

Уравнения (1.5) составляют полную систему для последователь
ного определения величин э^’Д, я|*>, (/ -1, 2). Ре
шение этой системы назовем решением типа плоского пограислоя В 
(1. 5) все величины выражаются через гг[?{

151



где

□(*) _  __МП~ <2։

1

я. сРа՛!,’!
Л, О'. я*,:?,".

— ---------
Д/2,

\Аг
А* д'? + ад։.

Д г/2 &?•’ *
- С± _<1» I Д^»(О /?« '>
^<|) <2, К о? <։> ‘ П"Ч») (2.6)

х<1)՜ ^*2

и<У = —
<0 4 <> -^3-1

I

*0)

2
ЛИ’ п ----------------^1) ^<2

2Д։
л1 д'? Л։(г2

-1) 
т

,, , 1 <^{

-։' /г д'.

(I. 2; *. >)

л/Н’ —1) £2 1 /т£-С<-1) Д 1 ЙЛ7|(1— I)
слху(1) 1 у/<1) । ™ 1 и 1 (I)

(Л, ’ <_\ к дг^ ‘ ‘ <2։ к дг^\2

<*ы
А,а.

у*(|) 
д\

^Кг11
Д|: Л^֊՝>

•2 01,д'. (2.7)

4

ипЧ(1) ~г Л1331(|) а

д
— £>(х֊1)_ 
А

‘2 Д։1
/><՝֊>>=-----------М՝1։_____ -____ и> п 9- к /)А>к /<՝"> А3к дг, ՝ ”' *•• ’4

, °։1<։м а?_> . <։иа:։“о1։йг։ . ^з։<։։г
Д։ ------------------ . А, --- -------------------- , А =--------------- ,

<г22 «« °и
‘2=ЛА-Л’, 2։=2 Д^, (2.8)
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а ,՛ определяется из уравнения
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Общим решением уравнения <2.9> будет

®։н’ - 2) <2-12)

где &{<> общее решение однородного уравнения. »,’;՛»-частное реше
ние неоднородного уравнения. Вид общего решения однородною 

/Л \ V
уравнения зависит от значения величины /л I ( —) .Случай/л—О 

Л։ /
соответствует изотропной пластинке, а когда т 0, анизотропной. 
Поэтому функции типа плоского погранслоя для изотропной пластинки 
будут принципиально отличаться от анизотропной. Для исходного приб
лижения $ = 0 уравнение (2.9) становится однородным и его решением 
для изотропной пластинки будет:

а>]“>=/;^|(т1)со5/г'. л£,(т,):81пл: /^’(лыпл: (2.13)
(I. 2, *. >)

Подставляя (2.13) в (2.6). можно найти значения напряжений ^(11и 
’д!)- Требуя, чтобы они удовлетворяли условиям (1.6), получаем две 
независимые однородные системы относительно неизвестных />.°>

О՛^. В частности, кососимметричной задаче соответствует сис
тема:

Д'^ЛсозА В^>|2( 1—»)соз£—(ЫпЛ|=0,
(2.14)

А)(|“,А$(пЛ—/>,^|( 1 —2*) $1п£ | Лсо§Л| =0

Для существования ненулевого решения необходимо, чтобы определи
тель системы (2.14) равнялся нулю. Приравнивая его к нулю, полу
чаем новое характеристическое уравнение для к. Так как мы уже 
определили к из уравнения (2.5), то эти к не будут удовлетворять 
вновь полученному характеристическому уравнению. Следова
тельно 0. Точно так же можно доказать, чго
О^=/^®*=0. Поэтому отличными от нуля функциями типа плоскою 
ширанслоя для исходною приближения будут в<®’2|, з(^2։.
«{“}, О||И определяются по формулам (2.6) и (2.12)для индекса (2). В 
случае кососимметричной задачи ' определяется из условия равенства 
нулю определителя системы (2.14). которое правотнтся к уравнению

$1п2л —2>-=0. (2.15)
Аналогичным образом для определения >, соответствующей симмет
ричной задаче, можно получить:

81п2л + 2/.^0. (2.16)
Нас будут интересовать те корпи уравнений (2.15) и (2.161, у 

которых Уравнения (2.15) и (2 16) хорошо исследованы Г *1.
Имея корни уравнений (2.15) и (2.16) и учитывая (2.14), можно 

и О"» выразит։, соответственно через 1):!'^ и сле
довательно будет содержать ։ве произвольные функции от 
*։• Подставляя значение »*2‘ н (2 6.) найдем все искомые напряже
ния и перемещения плоскою погранслоя.

I > ։



.Можно доказать, что следовательно ¥^(,։ - *** ^‘*0
Тот факт, что величину (г определили из характеристических уран 
нений (25), а из уравнений (2 15) и (2.16), не является ограннче 
нием, так как очевидно, что оба эти случая охватывают все возмож
ные случаи. I

3. Для анизотропных пластинок в случае т 0 решением уран 
нения (2.9) при з«=Ю будет I

Оц’сом,*' />։°'։1п։։*; Ь/^’։1п«1А'. (3.1)
(1.2:*?) I

где ՛ 091

Проведя те же рассуждения, что и в изотропном случае, можно дока
зать, что и;՛,’ О. Следовательно (3.1) имеет смысл дли индекса (2)։ 
где > тли кососимметричной задачи будет определяться из уравнения

с1|гг = рс(ваг, где г =» т։Х. ’ I. 
’։

а Для симметричной из уравнения

с18Н=Гс1вг-

Случаю /и<0 соответствует решение

0.2: М 
где 

। «с!г|2«, >-$ 11*1

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

?> *||г,дь։3;. г.^со.%|л1г|5:.

' определяется ид характеристических уравнений

$Ь2рг—/>$1п2г = 0. $И2рг />$1п2г=0; г = Лр/, />= ~
2

соответствующих кососимметричной и симметричной задачам. Во всех 
приведенных выше трансцендентных уравнениях нужно найти те кор
ни этих уравнений, у которых /?/>().

Для нахождения решении типа погранслоя при х>0 необхо
димо решать неоднородные уравнения (2.2) и (2.9), «ятем использовать 
формулы 12.1) и (2.6). 11рн этом неоднородные уравнения будут иметь 
смысл как для индекса И), так и для (2). В этих уравнениях А։ и / 
н\жно считать известными (они определялись из исходного прибли
жения). Общие решении этих уравнений можно найти по формулам 
(2.4) и (2.12) Частные решения этих уравнений находятся элементар
ным путем, тяк как в (2.3) и (2.10) входят те же фундаментальные 
функции* что и в (2.4), (2.13). (3.1) или (3.5). Потребован, чтобы 
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°. “><♦> при | 13 9)

=»0 з<’։ 4 տ«” -Ո лд!) • .дз, V.

найдем часть производив в общих решениях (2.4) и (2Д2|. Остальная 
час гь производив н показатели интенсивности должны определяться 
из взаимодействии погранелоя с основным напряженным и деформи
рованным состоянием. Таким образом, можно построить погранслой в 
любом приближении.
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լ и цтюпчзиь

11ш|Ьг|1 սահմանափքւ ^Լր«ոի մաււին

ՈէդդաՆկյո,Ն սալերի ներքին լարվածային ո, դեֆորմացիոն վիճակի տև- 
սաքքյունր լրացվում Լ սահմանային շերտի կաոուցմամրւ Կաոուցվում ( այն. 
պիսի յարվածա յին ու դեֆորմացիոն վիճակ, որր **»յի վերին և ստորին 
իմթերոլ մ րավարարոէմ / դրո յական պայմաենԼրի յարո» մների համար, արաղ 

մար/սմ I եդրերից դեպի սալի Ներսր Լեոանայիս և պարունակում Լ ան՚րա- 
•քեշտ թանակուքէ յամ ր անորոշ դործակիդներ հերթին լարվածային վիճակի
• ետ ւիոխներդործուքէ յան մեք մտնեյու համարէ Համապատասխան եոաչւսփ 
Ւ՚նդրի յուծումր ներկայացված Լ սա հմանային շերտի տիպի ֆունկցիաներովւ

Ապացուցվում Լ երկու տիպի սահմանային շերտերի ( եդրպյին ոյորման 
ե եդրային 'արք1 դեֆորմացիոև) դոյու քէ յուն րւ Սահմանային շերտի մարո»մո 
րնոէքք ա դրոդ ֆունկցիաների համար ստացված են րնորոշիյ Հ ավ ա սարու մներւ 
^Ոէյ<9 տրված, որ սահմանային շերտի մարման արադությունր կախված I 
ինյպես ՆյռթՒ աոաձդական . ա տկուքի յունսերից, այնպես էյ խնդրի սիմետ- 
ւ՚Ւ1) ե ոշ սիմետրիկ լինեյուցք Սրոշված են սա»մանային շերտի հետ կապ . 
ված րոյոր մ եծ ուքէ յուններր.
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