
ОНА ։Ы-ХП1’ИВП»‘Ъ'|.1։1*Ь  11»|11'И|1ГМ1В1՛ ЯЬ1|ПЬВ8ЪЬР
ДОКЛАДЫ академии НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

IV Й72 ' ''1“

УДК 5И

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

В. Г. Мхитарян
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В рябите излагается эффективный способ решения сингулярного 
ните! ро-дифференциал иного уравнения

Г - lv)t/v
J У х<Ц А )1 (.с) = Л(л )?(д ) /(л ) (О I)

при граничных условиях

?( )= 0, f(^) Р const «12)

где известные функции ц(л). -V), неизвестная функ
ция - (лг» /?(--<. *%,).  а интеграл понимается н смысле главного 
значения по Коши. В дальнейшем на эти функции будут наложены 
еще некоторые дополнительные условия Предложенный здесь способ 
решении уравнения (О.I) распространяется на соответствующее инте
гральное уравнение, а также на системы таких уравнений. Более то
го, указанным способом можно эффективно решить интегро-диффе
ренциальное или интегральное уравнение типа (0.1). а также системы 
таких уравнений, и в том случае, когда неизвестная функция т'(х) 
входят в интеграл в виде произведения с некоторой функцией из 
достаточна общего класса.

Решению интегро-дифференциального уравнения (0.1) при гра
ничных условиях (0 2) сводится в постановке работ (‘ решение 
ряда контактных шдач для полуплоскости и плоскости, усиленных 
упругими накладками малой толщины с переменными или постоян
ными физическими и геометрическими характеристиками. Эти уравне
ния встречаются и в других областях математической физики, напри
мер в «плачах теории дифракции (). когда к ним применяется метод 
Вннери-Хопфа и решение соответствующей задачи факторизации сво
дится к решению одного или системы интегральных уравнений упо
мянутого типа.
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Указанный выше способ эффективного решений уравнении (0 1) 
основан на его сведении к вполне регулярным или квалнянолне ре
гулярный бесконечным системам линейных уравнений Приводится 
два приема такого сведения. Предварительно рассматривается •• пы 
полная ортогональная система функций, тесно связанная с многочле
нами Эрмита и используемая и дальнейшем

В заключении обсуждается один частный случай уравнения (0.1)
1 Известно (ч ), что если функции ?/()£/.(  ■.  ֊!  (/ I, 2). 

а функции Фдл). (/• 1/2) и» преобразования Гильберта
** * **

Ф,(х) = 1- 2)

то ФД .«*)(£*(  'х*.  'V) (I 1,2) имеет место равенство

Ф|(х)Ф.(л)(/л-

и кроме того, преобразование Гильберта отнознлчно обратимо н 
/?( "V, |՜*֊).  Это означает, что преобразование Ги.о.-'-рт.» и проч- 
раистве £’( является унитарным оператором.

Рассмотрим, в частности, функции Эрмита /7ея(.с) г ՛ 7/„(х) , 
где ;//я(х)|’_0 многочлены Эрмит;; Введем в рассмотрели! функции

ая(х) - ֊- (л - о. 1. 2.... > (II)

Согласно только что сказанно м\

1б-в(л)Г;т(Д)</л- |//Гя(Х)//ся,(х)</№ "Р" " (121
Л - п I =. при п т

т е. система функций ;</я(с) ' „ ортогональна на интервале ( -х. -ч!
То. что эта система функций волна в -ч. -х»), непосредственно 
следует из полноты системы функций Эрмита и том же пространстве 
/ I «О

При помощи преобразовании Ф\ рьс легко получить

О\ж(л)-(֊I)" ՛» 2 •ч2л»)1л V ’ 1 '*  2>>М — Ф ( т к I. А; '1 ).
“ *!|2(л| V 2 2/

_ г---- • /■ «. / I V*  \

(лт 0. 1. 2. . ..).
। те ‘1'(</; с; г) вырожденная 1шн р|сометрнческ функции (“I
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Отправляясь от соответствующих свойств функций Эрмита, мож
но показать, что функции |Оя(д')|?֊о удовлетворяют дифференциаль
ному уравнению д'я(х)+(2н 1 —л’)Оя(х)=Ди Нпх,

где
| 0. при п=2т
1> 2/я2т 1(2т 1)11, при п 2т | 1

(и = 0, 1,2... .)

. 10. при п 2т 1
Н п — { / —Ь 2/*2 т(2т !)!!,« 2т

рекуррентному соотношению

(/,1И(.г) 2л(/л(х) 2п(1„(х) 2Пп.х

II кроме того, —֊----- ֊~ ։(-՝) »6Л-,(.*).
<1.х 2

(«֊О, I, 2. . . .)

Следуя (’). обычными методами математического анализа мож
но полхчнть при больших индексах следующие асимптотически։՛ 
формулы

-,м) 2^Ш-[։1й/4т 1՝ О(ж)1 
) 1т I

1 :т — (':т .։(0)|со$/4т |.г|-О(.с)|, при т (1.3)

где 0(д՛) величины, остающиеся ограниченными при возрастании т, 
если л՜ находится в любом ограниченном промежутке своего изме
нения*.  С другой стороны можно показать, что

( 1)"> ’) 2,^2«(2т)!
0(1):

_____ .(О) 
( 1 )•)' 2!п2т(2т 1)!

0(1) при т •'ч.

(III

Отмстим, что последние оценки, а также оценки дли дополни
тельных членов 0(х) в формулах (1.3) можно значительно уточнить 
и т<։ । самым получить более точные асимптотические формулы. Па 
этом, однако, останавливаться не будем, поскольку для наших це
ни формулы (1.3) и (1.4) вполне достаточны.

2 Обращаясь к решению сингулярного интегро-днфференциаль- 
но'.|\ уравнению (0.1) при граничных условиях (0.2) положим

?'(*)  ^А„/Мл1х). ?(*)  = —-(Чатил) I V ул//сл(л)։ (2.1) 
пи 2п Т-!

гхе коэффициенты |хл|*-о  и !ул|*  « неизвестны. Очевидно, что пос*  
троенная функции ?(д) удовлетворяет граничным условиям (0.2). 

,1.1Л( г положив 1/1 лг 1, вл//сл(х|г после некоторых операций бу

дем иметь:

На семой леи >п< величины при укаэлины! > бесконечно малы когда ш *.

!ЗС>



х.л0 - -------- Уя- । л . (" 1.2... ) (2.2)9

Подставляя выражения функций •? (х) и ь(х) нз (2.11 и (2.2) в урав
нение (0.1) и используя формулы (1.1) и (1.2), после некоторых 
выкладок приходим к одной бесконечное системе н одной конечной 
системе линейных уравнений:

* т

(-2тт1) •
V I 2'4! пХп

Ап. <г»Ап

Ра
՛ 12 г՛1» 2 •Ч» (2.3)

Ра
'2т} (т 1)т т\ 2т тг՝ 2тт1

(/п-3. 4....)

П - I
V | 2'’«!/?.„ я г„

I

(/«֊ 1.2... л

т

де введены следующие обозначения:

» I -2тт\ Хт, 
(т 0. 1. 2. . . .)

\)т • I Г2,пт\ Ут, (ш=1. 2

а(х)Не„(х ՝€/„,( х)>/х. п = 5(х)Л/е„(х)(/я,(х|</х

(/я. я=»0. 1,2....)

•рптом предполагается, что 6(л)агс1£Х( /.-( "к. -х) После того как
пределены коэффициенты Л'м|^ ।
цент Л'о

неизвестный коэффи-
легко определится из соотношения

и

о V » 2՞//! К0.,Хп V » 2»Л| /?О я ) я 
Л-<1 л I =А/-7 ՛.

Очевидно, что уравнения (2.3) можно рассматривать как две беско- 
течиые системы линейных уравнений.

Исследование бесконечных систем (2.3) будем проводить в пред
положении, что существуют производные <։ (х), Л(х) Р( 'х>, ■х.). 
Гогла будем иметь;

= -А!Д 2(" • ։՝• /г- I). («.4 = 0.1..
՝ле

А / </'(Л)От(х) о(.\ Н/ Да) — Г</(х)(/,й(.С||/ ։•л |(.»)</х.

= |Л (лК/,„(л) Л(Х)(/Дл) хЬ(х\(1т(х)\Не,, |(л)։/.<
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Теперь оценим суммы

01=------- !------- V I 2"«! * 1А*,„  „|.

• При пичотн известных и-орсм анализа можно ос поболиты я от укаынпых 
жестких ограничений и.) функциях я'.г) и Л( г).

т {-2тт\)^Г\
(ш. /I = 1. 2, . . .)

-------!--------VI 2ЯЛ| 1/?я.л1-

Приняв во внимание (2 II и неравенство Кошн-Буняковского, можем 
записать:

<£( 1) —______1________  V ~2ПЯ1|*тл|  .

2-(I г2ш/л !>г^1 // + 1

Учитывая |2.5) и известное неравенство Бесселя из теории ортого
нальных рядов, отсюда находим

^(1 32<"/И|)Г2| ( 1։/'<Л)6'«(Л՜) 1 ‘։(Х)°Л.<А) -л-а(.т)(^(х)|^.т|

(/« = 1. 2. . . .) (2.5)

Совершенно аналогичным образом

। । г |’/?5:? < I ] *։*Х4<*։
~ аг

(т=1. 2. ...) (2.6)
А

Если <|(х) и />(л), а также их производные финитные функции, со
средоточенные ни интервале ( Л'. Л'), где /V сколь угодно большое 
положительное число, то из оценок (2.5) и (2.6) и ассимптотическн.х 
формул (1.3) и (1.4) непосредственно следует, что по крайней мере

5 <_о(- - У при ш ‘«и. (/=1. 2)
\12я։И-1)/

(2.7)

т. е. суммы .^'2' и 5՝;,;՛ при т -к. школьно быстро стремятся к нулю. 
Соотношение (2 7) позволяет утверждать (“). что бесконечные систе
мы (2.3) кввзивполне регулярны, и, следовательно, их решении мож
но найти с любой необходимой точностью.

3. В урзвзенни (0.1) и в граиичнях условиях (0.2) перейдем к 
ноным переменным х = 1(£(//2), у = ((>($21, ( х<^г). Это иреоб-

1;«



разевание, очевидно, связано с отображением полуплоскости на еди
ничный круг. После перехода будем иметь;

2<г։(Г)со5«у/(О cos»-֊֊ j'ctg^֊- H-')^ = ^1(O?(n+/։(O

(3.1)
<<(--) =0. i(-) = P. (3.2)

где «։(O=«(tg֊Y A,(O = *>(tg֊\  /,ИН/(«Р7). >(O = ?6g-

Постояппля может быть онрелслен.1 способом, сиверше*то нчному ук«ь 
азнмому выше длн определения

1 ՛ *

Полагая /(/)-£ ( г</<п)
Аг •

(3.2), полу чае*»
и удовлетворял условиям

Подставляя выражения функций /(/( и Ji(/) в уравнении (3 II и при
нимая во внимание фундаментальное соотношение

Г
—-— I cig ———e* k'ds = sign (A*  0. L 2. . .
2-/ J 2 

— E
непосредственно рытекак щее из известиях формул Гильберта («).
после некоторых операций получим бесконечную сист му уравнений

■fm (т = 1 (3.3)Ада. * 'J)f — gm.

г де
А'„, * 2^/ sign т. цт — ՝2֊* ii sign т. (т. * =

Au)
Ш 1 

«/ 2cos։ г.

2Acos»4

^.(0
4rcoss4

е"*

Аг,(/) , /.(/)
2- ' /

2со$3 ту

р t
-tg -О О•• ~

I

,ml dt

Поступая аналогично предыдущему пункту, 

если <!,(/). «;(/). />,(/) 2соч’-^֊ /.֊•( г:, я) и <»,( 

конечная система (3.3) при условии

V — II «,1011 г || /МО/2соь*4  II 
го 2

можно показать, что

-) = «,(“). ТО бес-

v ।

вполне регулярна.



Таким образом, при определенных условиях, вообще говоря бо
лее общих чем указанные, бесконечные системы линейных уравне
ний, к которых» изложенными знумя способами сводится ннтегродиф- 
ференниал ыюе уравнение (0.1) при граничных условиях (0.2). капай- 
вполне регулярны или вполне регулярны.

При решении конкретных задач можно пользоваться обеими спо
собами. 1 ֊. --՛■ пя

В заключении рассмотрим частный случай уравнения (0,1), ког
да л(.с) и А(л) постоянные. Это соответствует контактной задаче для 
анизотропной пол՝плоскости, усиленной бесконечной накладкой пос- 
тониной толщины и модуля упругости. Преобразование Фурье даст

՝-•(-*) = յ֊ք
2~ յ Ь /<|/ • хр |

/(И | /(л).-' '(/х.

Если и /(.г) РН(х), где Н{х\ функция Хеянсайдя. то отсюда 
полхчнм известное решение (։). ,2»4|

В рассматриваемом частном случае вместо бесконечной системы
(3 3) получим следующие конечные уравнении:

аР
2г

֊(Հ ■> .) ֊֊(Ч * .) = у4А7|у0

о ?*'*  “( + ?*- р I ՜/՚յ/>Տ1£ոծ — I Դ ։Տ|£Ո(*  1) - ,51кп(*  1)1

(_|)*|ЛР
2Ая к Հ*  (* I. 2

где

/(0 4-
/'տյո է

( -«г)

Очевидно, что коэффициенты у*{  |£| 2) 
ставив их выражении через Հ. в первое 
вместе с тем все коэффициенты.

выражаются через ձ։. Под- 
уравнение, определим փ, и

Ерсв.шскнн госудлрстпсннмн ու иперсН1ст

•Լ Դ.
II ի ււ 11 յ ա ր ի ն ւո Լ <| ր ա -։| |ւ ֆ Լ ր ե ք» ց |ւ ա । հ սւ ւ| ւս ս սւ ր ո ւ մ է» և ր ի ւ(|ւ ր|1սսի I, ֆ I. կ ա |ւ ւ| |ուձժա6 մ սուին

Աշխատանքում ա ո ա քա/»//•/ ու մ Լ քՕ.է/ տիպի սին/քՈէԱար ին էս Լ էւրա • պիֆհ • 
րԼՆւքիտւ »էսվասարմ ան է որաեղ ինտհքքրւպր հ ա սկ ա էքվ ում Լ Կոշոէ րյլ/ււա/1որ 
արժեքի իմաստոէյէ I»թրաշին պայմաններին րա»(արարող /ո։ծման Լֆեկ-
տՒ* 1 կ աոոէ ք/մ ան եւքււ/^ւսկւ տիոքի ին տե ղրա» ղիիերեն ւ^իա/ հավա սարում • 
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հեր If'uJ Համապատասխան ինտեգրայ հավա սարա մն եր, ինչպես ես»/։ u/y»ji«^- 

սի Հավասարոէմների սիստեմներ, աոա յանում են մաթեմատիկա կան ֆիզիկա֊ 
յի մի )u/pf րնա գավաոներու մt Որպես օրինակներ կարեյի ( նյեյ դի՚իրակ- 
ւյիայի տեսության շատ խնդիրներ. առաձգական վերադիրներով ում եգագրած 
կիսա Հարթության կամ քրիվ հարթ ութ յան Համար կ ոն տ ա կ ՚ո սւ յին (սՆգիրներ և 
ա յյնւ

Ստացված արդյոէնրներր Հիմնվում են էրմիտի Հայտնի put գ մ ան գա մն ե ր ի 
• ետ սեյրտորեն կապված քրիվ օրթսգռնայ ֆունկցիաների 1ի դասի վրաէ որր 

րստ երևոէ յթ ին ֆունկցիաների նո/t գաս 1։ և որի ո • ս ո ւմն ա ս ի րու թ յ ո ւնքէ ևա/ււա- 
պես րերվո<մ Լ տշի/ատանրա մ»

Л И T IР А I У Р \ - Դ Ր II »l II Ь Ո Ւ Թ 5 II Ւ I.
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