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В работе рассматриваются оценки сложности реализации управ
ляющими системами булевых функций, принадлежащих классам не
которого достаточно широкого типа (ср (’)). а также сравниваются 
оценки сложности реализации булевых функций управляющими си
стемами различных типов (։).

Суждения, формулируемые в настоящей работе, понимаются 
конструктивно.

Всюду далее ч. р. ф. есть сокращение для выражения .частич
но рекурсивная функция*, б. ф. .булева функция*, н а. — .нормаль
ный алгорифм", м. г. .машина Тьюринга*, р. п. и. — .рекурсивно 
перечислимое множество*.

Определим натуральные числа как слова в алфавите Ло -|О,1 
При этом роль нуля играет пустое слово, а роль операции следов.։ 
ния алгорифм /■՝ такой, что для любого слова р в Ло. Г( \) О, 
^(рО) р\ Г(р\) /(/>)0 (ср. О). Длину натурального числа л՛ обо
значим через /(л). Для конкретных натуральных чисел сохраним обо
значения О. I. 2. . . . Зафиксируем некоторую двуместную асимптоти
чески оптимальную ч. р. ф . например, функции։ Л(л. л), построен
ную в (♦). Для положительных натуральных чисел будем рассмотри 
ват։, условную сложность вида А'( лг| / (.<)) (см (*)> относительно .1. I е 
можно определить как всюду определенную двуместную псендофуак
цию (՛•'') Согласно (•) и (’) (см., например, теоремы 4 и 5 нз Г) можно 
построить двуместную ч. р. ф. Г. универсальную для всех одноместных 
ч. р. ф., и такую, что для всякой двуместной ч. р <|» 1/։ существуют од
номестная общерекуренвиая функция - и константа С, удовлетворяю
щие условиям: Г(?(л,՝. л՜)' I ։(«. х) и /(?(«))</(»! С. Через ։/(/>!. где 
। натуральное число, не превосходящее длины натурального числя р, 
будем обозначать однобукпеиное слово, единственная- буке» которого



пню бум» начинаем с единицы!. Через ь обозначим арифметическую 
. . . п(п I ) г
функцию, такую, что всегда ,мл) ----------- . I опорам, что двумест-

пая ч. р. ф. Е смещении разрешает положительное натуральное число 
х при натуральном числе/?. если Е(р, '*(/(х') /) ։Дх) при 1 / /(х).

Для гсякон двуместной ч. р. ф Е введем в рассмотрение псев- 
дофункцню следующим образом: Л7?5л (х) = у имеет место в 
том и только в том случае, когда

,Ч/{Л1 г) 5/(л)&/(/») у&

& £(</. /) -ч(х)

Натуральное число у. удовлетворяюще» указанному условию, будем 
называть сложностью смсщенн зго разрешения слота х относительно Е. 
Сложностью смещенного разрешения Л7?.£ слова х назовем сложность 
его смещенного разрешения относительно функции и.

Следующая лемма устанавливает связь между величинами 
А(х;7(х)) и Л7?5|Х) (ср. ('), теоремы 2.2 и 2.3).

.'I е м м а. Существует натуральное число С такое, что для 
любого положительного натурального х

|Л'(хИ(х)) -Л7?$(.՝)| С.

Через - Го дем обозначать арифметическую функцию, такую, что всег- 
1' ■ > ՛ 1 ’ 1

да '(•') 3*-(х)2'1՛1 ' Всякое натуральное число / длины 2'՛ будем

называть булевой функцией от п переменных. Значением б. ф. ( от 
н перем»иных на натуральном числе х мины п будем называть чис
ло которое будем обозначать через /(х).

Пусть Л1 рекурсивно перечислимое, множество б. ф., тогда че
рез Л1„ будем обозначат», множество б. ф. от и переменных, принад
лежащих Л/. При фиксированном .И посредством (I \\ будем обозна
чать одноместную нсевдофункцнк». такую, что для всякого п значе
нием </»։(/?) этой псевдофункцнн является количество б. ф.. принад
лежащих Л1„. (Строгое определение этой пссвдофункцин дается оче
видным образом). Далее мы будем пользоваться понятиями и опреде
лениями введенными в (։). Зафиксируем некоторый асимптотически 
оптимальный язык Я Ла 1’> с критерием сложности /.. 
Ьудем говорить, что сообщение X языка Я реализует б. ф. / от н 
переменных и писать если для любого слова Р в Ао длины п 
имеет место \ (X Р) Г(Р). Пусть псевдофуикиня Лц определяется 
следующим образом: /.ч(«) ՝ в том н только в том случае, если

\7(/СИя^ а,¥(А' цх)&) &
& я/(/СМЯ & \'Х{ X > ЦХ) > г')).
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Если Л и Н какие-либо псевдофункцнн, определенные дли натураль
ных чисел и принимающие натуральные значении, то через Л(н| -՝с 

п * - 
будем обозначать суждение \’т дм у* _ Д(«) > т. а через 
.4(м)-/?(//) будем обозначать суждение 

Л - ■»

\ /м.|м\ А-(4>>м^)Л(Д>) 0& О гп

Гео рема 1. Дли всякого р. и. ч. .VI и рдя всякого асимпто
тически оптимального языка Я оказывается

1} если . то /. н(м) /</м(м);
л • •

2) если ֊|С'у„(г/и(«)<С|). 'ИО 1|Су/,(/.ц(м| Ч,')_

Зафиксируем алфавит Л =|а։............. «*| из к буки, где а, <» и
о2 I. Будем рассматривать нормальные алгорифмы в алфавите Л. 
Нижеследующие два определения совпадают с соответствующими оп
ределениями в работе (■). Будем говорить, что н. а. Ц в Л реалнзуе։ 
б. ф. / от м переменных, и писать <2 //. если дли любого натураль
ного числа р длины м (?(/?) Др) Сложностью н. а. 9 назовем ллнн\ 
его изображения (*). Пусть одноместная псевдофункция О\, оп
ределяется следующим образом: Л‘н(м) г имеет место тогда и толь
ко тогда, когда

у/(/£Л1л=) П - „►/& «?»’<* г) & (1)

& ус'(г'<г^ ] |/(КР „V - I <?՝>֊ )) >

Язык нормальных алгорифмов мы определим так же, как в (I) 2 3 * * * * *) (в 
частности, так же. как и в (3). мы рассматриваем только правильные 
и. а. (10)). В (') показано, что язык нормальных алгорифмов асимпто
тически оптимален, а следовательно, для него верна теорема 1. При
меняя ее, получаем следующую теорему.

I) если (Сч(п) ОС > то 
П— м «-• —

2) если •|С։\7/(</„(и)<С։), то зСу/ДО^п^С).

Пусть Я —|л()........ <^-|1 некоторый фиксированный алфавит из
/г букв, где г/։ =0, </,= !. Будем рассматривать машину Гьюринг.т с
внешним алфавитом Л и символом пустою состояния ячейки а0.
(Все понятия, связанные с мт.. понимаются как в (”}(§§ 12.1. 12 2)-

Будем говорить, что м. т. R вычисляет б. ф. / от а переменных,
н писать R если для любого натурального числа р длины п имеет

Теорема 2. Для всякого р. п. м. /И булевых функций ока
зывается

/<Л|(") 
10^4 ՛
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место Н(р) /I/’) (где /? прогрпмыа ч. т. /?). Сложностью маши
ны Тьюринга назовем число ее внутренних состояний (10։П); слож
ность машины Тьюринга /? будем обозначать через М/?). Введем 
пссвдофу акцию Д‘, аналогично (1), а именно: имеет место
в том и только в том случаи, если

\7</вЧР яадлММ/?) 2)&
& у:'(г'<г~ а/(/<

I еорема 3 Для всякого р. п. м. М булевых функций ока
зывается

II „с.,и </.,(») _- . то /)•„(«)՝

2) если -]С։ул(</.ч(л) ;С(), то .\С\п(12*ц{п)<СС).
Пусть Я= Ар А/, некоторый алгорифмический язык

с критерием сложности Л и ДуО 0. 1|.
Говорим, что язык Я булевски разрешим, если существует 

н. а. С/ над -4у1 ; ГЛ/, применимый к любому слову вида А'՜!/. где 
Л' сообщение языка Я. / б. ф., и такой, что О(А՜ /) А в том и 
только в том случае, когда сообщение А' реализует б. ф. /.

Введем одноместную псевдофункцию /. следующим образом: если / 
не есть б <|>.. то /.(/) 0; если /есть б. ф. то /.(/ ) -г и том и только в 
том случае, если ;1Л'(А'М;►/& ЦХ) г) & \ А'(.¥ я*/.(А') --с). (В 

нижеследующей теореме I посредством 12՝' н А՛-՛ обозначены псевдо- 
функции, построенные только что указанным образом для языков, 
соответственно, Я, и Я,). Всякую псевдо |)у акцию, определенную для 
любых натуральных чисел, условимся называть псевдопоследователь- 
костью. Через 1' обозначим множество всех б. ф.

Теорема I. Пусть Я։ булевски ри рентный я<ык с крите
рием сложности /.’ и Я։ асимптотически оптимальный язык с 
критерием сложности /' 2. Пусть для некоторого р. и. м. /VI буле
вых функций такого, что <А«(л) - ■ , имгг и место А ՛„(//)/.՛,(//) -0, 

Гогоа существуют две псевд /поелздовтпгльностч (<р/| м |*?/| б. ф. 
таких, что при любом ։ функции и Ь{ зависят от / аргумен
тов, и имеют ч кто с )отношетГи[}( Г1) 2?|;(’Ь) *0 и М •
— л при I

. 1сгко видеть, что условия теоремы 4 бу гут выполнены* если в 
роли я|ыкл Я։ мы будем рассматривать такие языки, как, например, 
ЯИ4К конта1 гных схем, язык функциональных схем в данном базисе, 
язык примитивно рекурсивных функций и т. и. (соответствующие оп
ределения в рамках понятия алгорифмического языка из (3) даются 
естественным образом (ср., например. (’), п. 4)). Таким образом мы 
можем заключить из теоремы 4, что квазиосуществимы булевые функ-
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ции, достаточно просто реализуемые с помощью, напри нор. нормаль
ных алгоритмов и достаточно сложно реализуемые с помощью кон
тактных схем, функциональных схем или примитивно р курсивных 
функций.

В заключение пользуюсь случаем выразить глубокую благодар
ность II. Д. Заславскому, под руководством которого выполнена 
настоящая работа. $1 также глубоко признателен 11. П. Тер-Захарин 
и Г. Б. Мяранджяну за ряд ценных советов н замечаний.
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у iiiiiivpc-иre ու

z. հ. ն1Լ’4Լրյ։օ.

IL|qnr|i |l>ip>iGLriii մ |«ււ«|յան p»ււГ»11<յ|ьւսGԼր|ւ 

իւ՝սւ||աքււսցմահ մի ГшГф qGtuKiuiniulpuGFiLr

Դիտարկվում են տարրեր ա/դորիք! մ իկ չեէ/ուներում ոեկուրսիվ //•/ ար կ եք ի 
ղասերին պատկանող բու/յան ֆ/ււնկ ցիաների իրականացման բ ար դ ո t fl յ ւսն 
t ետ կապված Հարցեր/!!

Ապացուցվում Լ, որ ա / ղ ո//ի fl մի կ քեգուների դասում մասնավորա-
и/ Lu ցա ն կացա Л 
ամեն մի ոե կուրս

աս իմ սք տոտ իկ օպտիմալ /եղվում, րուքյահ ֆունկցիաների

H /'■/ դասի *ամաբ սւեդի ունեն բու/յան ֆունկցիա • 
ների իրականացման բարդության Հղորա կան գնահատականներ ( ւոեխնիկակաէւ 
բնույթի լրացուցիչ պայմանների կատարման դեպքում ի

Մտցվում Լ բուչյան յուծեյի {եղվի դտդափարր (այդպիսի յեւ/աԱերից են 
օրինակ' ւով/ա/ րադիսում ֆուն կցիււն ա / սխեմաների /եղան, կոնտակտային 
սխեմաների /եդունք և ապացուցվում /, որ կամա/ական ւսսիմպտոտիկ օսրււի- 
մա/ 911 /եղվի և կամայական բու/յան /ուծե/ի $|. [եղվի Համար շեն կարող 
գոյություն չունենաք բու/յան ֆունկցիաներ , որոնց ՚ամտր $1 •ում ե -Ում 
իրականացման բարդությունների Հւսրաբերու թյունր քինի կամայական ձևով 
մեծ I
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