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ТГОРИЯ УПРУГОСТИ

С. А Мслкумчн

Контактная чадача для полуплоскости с вертикальным конечным 
разрезом

(Представлено чл -кырр АН Армянской СГР О. М Сипонджяпом 2'111 1Ч’2|

Рассматривается плоская контактная задача для упругой, изотроп­
ной полуплоскости, с разрезом конечной длины а вдоль оси у, начиная 
от горизонтальной границы.

На участке 2Ь границы полуплоскости приложен жесткий штамп ։ 
основанием произвольной формы, симметрично расположенный относи­
тельно осн разреза. Предполагается, что трение между штампом и 
полуплоскостью отсутствует. Для простоты принимается также, что гра 
пина полуплоскости ине штампа свободна от внешних усилий, а в разрезе 
действует только нормальное давление (рис. I» Насколько известно, зта 
отдача рассматривается впервые. Задача решена методом Фурье

Решение задачи сво штсн к сис­
теме нт двух .парных՜ интеграль­
ных уравнений. Эта снег ма в свою 
очередь сводится к интегральному 
уравнению Фредгольма второго ро­
та. Пока чано, что решение послед­
него уравнения может быть найде­
но меюдом последовательных приб­
лижений.

В частных глучвях , когда <г •» 
или а ос,, соответственно полу­
чается контактная задача плоской 
теории упругости тля полуплоскос­
ти без разреза и квадранта (11.

Ряс I

Вейлу симметрии граничных условий достаточно рассматривать
только облапь квадранта ((к .с О при <том граничные
условия задачи будут иметь вид:

О) -О (П<.г<тк); -4у(”. v) = 0 («»<У
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{•(.v. 0) - Л А) (0 < Л- < Л); \v(.v. О) =о (Л < X < ) 

’<(<>. )')=/(У) (0<У<а); «(О, у)=() (Д<у<«>) (1)

Бнгармоннческую функцию напряжения для решения рассматри­
ваемой задачи берем в виде: ՝?'Я

Ф(л’, У)=^М(։) ։л֊/?(1)|е •rC0S (’y)rf« h

II

pC(?) ->yb՝(?)p ’*мп(М</? (0<x< • ; 0<y <«) (2)

I)
Напряжения н перемещения определяются при помощи извест­

ных формул (2): 
W . •

Зл(х. у) = j ։’|Л(։) + ։x//(։)|e *' COS (-ау)г/з |- 

и

|>|С(^) 2DC?) I- ?уад]е ֊»sin (gx)rf?, 
• г 
о

= ».(х. у)=| ,rCOS(ay)rf։

о

I >гК(?) I ?у/Х-0|е- v sin (3.r)r/3, (3)
о 

w 

'։у(Л՜. у) = 1 Л(’) ! тл֊/?(7)| е *rSln (’у)Л
• ’ 

•. U

t f >=|С(3) ֊ /л3) -I 3y/J(3)I е-4* cos(3a) r/3. 

и

^а|.4(?)(| /) /?(։)( I-■<) ’ 7л/?7( I 4-.)|е ’rCOS(«y)t/» -

и

— ') -/Л?) ; ?уЛ({з)(1 ')|е ,гс1>к(<\)г/>

о
^оУ Ло.

1 I ?г(х. у; = — ’ | »М(«ИЧ Ч-2Я(’) ил-Л(Я(1 •‘ si!i(7v)fb 

и

|’>К(3)<1 •• >) />(3)(1 

и
Зу/Д3)(1 ')!<’ s‘i.(3a- е0.
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.Чпкрепляя бесконечно удаленную точку, имеем 

«о= А0 = С0=(1.

Удовлетворяя граничным условиям (I), получаем 

од=ад,

/?(,) = Д(,) ± ± Г1Г. 

77 а .’(-/• 4-<5*)2 ”

о
в
| /М>)яш4 ЛИ. (0< .г < л>

(4) .

(5)

(б)

(7)

у- /л>) я!п (?.с) </? = ։г|.4(11 2/?(>) ։.гД(’)| е ’'</> (д<х<А.)
0 и

I Л4(И ГО$0у)г/։ — /(у). <М(<1 <У<«)
0

=-1՜ /?(»</?..

о

(«<у -

Подобные .парные* урнпнепня рассматривались в работах (3 5) 
и и других.

Используя результаты работы (’>. из ("> для фуи шш /ф» по­
ле чаем

/)(» = 2 4-1՛ Ч’(/) /ог?')'/' 1- 41՛Г|/)./„( VЦП. (9)
*Ж I Г»о 7 .1 л .1

и *
где

.|(<)т.Л£ ио,
<// 2 I /’ ֊ дг 

и
* 4»

Л/)=/ 1՛ »։Д(։)Ла(։/)г/։ 21 (’ »։Л(։| Л;,(э/ЛЪ Г э’в(։)А'։()<Ъ. 
• г •1 • ’
о и |>

(И)
А';(»/) функции Макдональда;
Л-ОО — функция 1й ссели первого рода с деРствнтельным ари ментом

Выразим функцию Л(») через функцию МЗ). Для этого умно­
жим первое уравнение из (8) на (г1 у*) ■ </у. проинтегрируем по у
от нуля до г.

Умножая второе уравнение па у(у՜ г-) </у и интегрнрхя по­
лученное равенство ИО у от г До беек и1ечностн, потом дифференци­
руя по г, имеем;
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л

- ЬЛ(фл/0(зГ }(Ь =г?1(г),
-

II

(П<г < а>

| □Д(7) 1Г — г^Лг)

О *

(«^Г<-чЛ

(12)
Используя формулу обращения для преобразования Хппкеля, т 
получаем:

а •
Л(1) = —-1 I г?,(Н./0(?г)Ж- -*■ — I п?. (г)/„(эГ)(1г. (13)

г 7 т: а .1
-Н а

где

-ДГ) — .• Ду)</у
I /г у2 

п

?,(Н = 1՜ г1^}\?гК^г) - А'(1(?г)|т/3. 

и

(И)

(15)

Подставляя значения функции «.(г) из (15) н (13) и учитывая 
(9). получаем 

л Ь *
А (?) = — — ( гп(г)Ц->г)иг -А ֊ | Ч (/)г// I ^֊֊֊ А(*г)(1г ;

* » ♦’ г.- и ? (г’-г •■/-)•
о и л

х -х
ив)

~ 1 • «’и I )
п

При полученнп (13). (151 и (16) были учтены зиа ։֊՝нни следу­
ющих нптегрплон (и)

1՛ >ОЧ(',У)<У 
) ) гг ~У -
II

= '2 4(’И;
II Гя« / V Г| I 41

ЯГ

г

' с7, (։/), 
О

। • \'-е (I у
.1 А-у» I А՜,!?/) (17)

г- Р
(•;.7„|?0Л-,,уК<=и/'Гг։|;.

Подставляя 1вгг1ення 1(а) и />(» солтнетстпенпо н< (16) и (|ч) 
в (6). получаем

Л
/<<и ’ 1 ^/■{,(/•)/и( !/■)(//■

и

! н I



*

II

\~1—7^Г/Л’г)</г ։'А>0 2Л'о(’О г и г <') (И

а

-...  - 2К.,(’П (««)

Исключая теперь Д(։) и Н(п из соотношений (II». (16) и (18), 
для определения функции Л(П получаем интегральное уравнение 
Фредгольма второго рола

ЯР

/’(-՝) = ‘-‘(Г) I |*/(/»/<(-, ПЛ. 

ь
(19)

где

(20)

2г՞՝4 ,г 1,3
2 и- г-

(21)

При получении формул (19). (2!»). (21) была iiciio.ii.։■• лани 117) и «на- 
чсния интегралов (•)

*• |п 1 2
»/<.(>/) А'о( т: ) </з - ՝/• - *-

I)

»:К}{ // )А*0( । гн/7—
• / 
о

г- I2 2'21п / ՛>
~7(Т2 л8/

1'А'։( ’/)А|( '-*)</> — 2
4<-Лп.-Г

.՝/(;֊՛ I2)'

Г КР -*) 
(У . ։’)•

Л(^)</3։=Ао(։0 ։Г/<,(^):

(»
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Покажем, что интегральное уравнение (19) 
дим последовательных приближений.

Нетрудно видеть, что

можно решить меги-

|Л(г. /)!<֊ г

• ж г
• г 4 /1пГ’г
\ |Л'(Л 1}\.П < | |Л(Л / >|</Г <— ’ ֊ -Л 

? м Л—Г3
ь ‘ о о

1 Г
-=/(//-՝—- 11 О

Перейдем к новым переменным следующим образом: перемен 
ную интегрирования / «именам через Г с'՛, а переменную (параметр) 
г заменим через г с После таких преобразований неравенство 
(24) примет вид: . “ "Ж!

^1։(г, /I

I lo.il. «\ ясь значением ингеграла

</ г.1*

получаем

ь

Очевидно, что функция 2(г) ограничена сверху н стремится к 
нулю когда г— тп. ■»

Решая интегральное уравнение (19) методом последовательных 
приближений, получаем выражение функции Гр). Далее, по форму­
лам (1Н). (16), |9|, (5) последовательно можно определить нее иско­
мые функции.

Напряжении и перемещении по известным формулам (.4) будчт 
определены в ли»бой точке полуплоскости.

В «включение считаю своим приятным долгом выразить глубо­
кую признательность моему научному руководителю В. С. Тонояку 
за постановку задачи и пенные указания в ходе ее решения.

Ерепанскпа 1Н1Л11|е.1И11,1:гк11Й иистит имени К- М.цилз
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11ւք|||աոխի է|եւՀ/սււ|ւււ Լրկարության GLqf п<| 1||иимГ|и1Грнւթյտն 
կոհւուսկւոա t|iv |ulir||irp

Դիտարկվում / հորիզոնական եզրից սկսած ուղղաձիգ վԼրյավսր երկարս» 
քյան ճեղր Ունեցող առաձգական, իզոտրոպ կիսա Նսրիու(9յան կոնտակտային 

իյնդիրրւ Կիսա >արք9ոէ[9յան եզրին ճնշում է, Հեցրի աոանցրի նկատմամր 
Նսմաշափ դասավորված. կամայական Հիմ րով կոշտ դրոշմ pt հնիադրվում (.
որ շփոէմր' դրոշմի և 
-ամար րնդանված Լ, 
արումներից, ինչպես

pnt մներւ

Խնդիրր րերվամ

կի ԱաՀ արի nt// րսն միշե րացակւսյոէմ Էէ Պ արդուի յան 
որ կիստ էարիուք!յան եզրր դրոշմից դուրս ազատ է

Նաե ճեզրի եզրերում տղղամ են միայն նորմայ լա- 
( էզոէյդ* ինտեգրալ Հավասարումներից րւսզկացա' 

սիստեմի, որի ԼՈէծոէմր հանդում Լ Ֆրեդհոլմի երկրորդ սեոի ինւո եդրւսյ Հա­
վասարման լու ծ մ անրւ

Ցույց է տրված, սր վերջին Լտէիսսարոէմր կարելի ք լուձեչ Նսյո րդական 
մ ոտավորոէի յունների եղան ակով է

JI 11(1 P Л T У I» Л - ’I (• II *1 I» »• II !• I* л П Ւ Ն

1 Л. «7. Абрамнн. Или АН СССР, МТТ. № I 119691 1 С П Тиигши нки,
Теория упругости ОН ГИ. М. 1937. э Л 1 Паб.юлп. ПМЧ. т 28. nun 6 (1951| 

4 /. V Snnftloii, Proc. Gh>gun Malh. А» vol. 4. 10Ь 1(0. (I960) s H f Тонпмн, 
.Изпсстня AH Арм ССР*. Механика, т. XXI. № Л (1906) • И • Гр^штгин. 
И ЛТ, Рыжнк. Таблицы iiiireq алоп, сумм рилов и прииэос xjiih’i. Физмэпиз М 19$2.


