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В настоящей статье мы придерживаем я терминологии, принятой 
в ('). Под словом „граф* всюду будем понимать конечный связный 
граф без петель (параллельные ребра допускаются).

Неориентированный граф, который можно ориентировать так, 
чтобы он стал базисным графом некоторого орграфа (граф частично­
го упорядочения) назовем базируемым (сильно базируемым), а соот­
ветствующую ориентацию — базирующей (сильно базирующей).

В монографии поставлены следующие задачи: описать классы 
базируемых (гл. 8, п. 4. проблема 1$) и сильно базируемых (гл. 9. 
п. 1) графов.

В настоящей статье получена связь между понятиями базируе­
мое™ и сильной базируемое™. В частности, доказано, что для обык­
новенных графов без треугольников эти понятия равносильны. Кроме 
того, получена нижняя оценка, в некотором смысле точная, для ко­
личества сильно базирующих ориентаций.

Приведем некоторые определения.—♦ —>
Орграф 7- -= (/¥, И) называется бисвязным, если для любых вер­

шин а и Ь (а, Ь X, а^Ь) существует путь, идущий из а в Л.
■՛ ■ ф

Подграф 7/— (Л7, и՛) орграфа А — (Д', 6/) называется биком­
понентой, если он бисвязеп и максимален относительно этого свой­
ства.

Подграф Н = (К, I7) графа /. = (Д', С’) называется насыщенным, 
если он базируем, и при всякой базирующей ориентации превращает­
ся в бисвязный орграф.

Стягиванием подграфа // (К, V') называется процесс, при ко­
тором все дуги из Н — (У, V) опускаются, а вершины отождествля­
ются.

Вершина орграфа /. — ( Л , 7 ) инцидентная не более, чем 
двум дугам, называется антиузлом.



Бпсвятпый граф. который у грачиваг! >г<> свойство После \ мле­
ния любого ребра. называется минимально связным.

Через В обозначим класс базируемых, а через А класс сильно 
базпру емых графов.

Через •։*„(/ »(<1,„ (/> > обозначим класс таких сильно базирующих 
ориентации графа Л = (Л’. Г). при которых все дуги, инцидентные 
вершине а, исходят из нее (заходят в нее), а через \/։ класс гра­
фов не имеющих циклов длины меньшей. чем р. '

Известны следующие результаты (см. сони. л ').
(11. Минимальный связный I рвф имеет, по крайней мере, двт 

антиузла
(2) . Если граф £’=(А", 4 ). полученный из / — (.V, Г)£Л, 

удалением какой-нибудь вершины а степени ?(«) 2. является сильно 
базируемым, то сильно базируемым будет и граф 1 = (Х, С').

(3) . /. = (А', £') А<—; у» \(Ф;(/.) 0).
Можно показать, что имеют место следующие утверждения.

Лемма 1 Пусть / —(А . /") одна и< бикомпонент базируемо- 
> ►

ориентированного графи I = (Л’. {/». Тогда длина ненкой цени 
между вершина.ни а, Ь Д ', состоящей ил ребер и И’, не менее 4. 

-֊► - ►
. 1 е м м а 2. Стнгивая бисвя ный побгрцф Н = ( Г. V') би шруемо ири-

• •
ентированного грифа /. = (А'. ' ). ло./у'Г/.и ба прус и < ориентироьин- 
ный граф

Из (II следует
.1емма .՛). Если все вершины грифа / =(А. / И В имеют степень 
!>(-г) 3. то I нс имеет бисвязной ба шрующей ориентации.

В (г) ДОКЯ38НО, что в классе для графов с числом ребер не 
более 20. свойства базируемого։ и сильной базируемое™ эквивалентны. 
Следующая те трема показывает, что в эта эквивалентность имеет 
место независимо от числа ребер.

Теорема I А = В. 1 \ ։ .
Доказательство. Ясно, что И~В:\.
Соотношении

Г> ։ \ | • А’ (И

докажем индукцией пи чш ։у рсбср. Л га однореберных графов ( I) 
тривиально. Допустим, что оно верно для всех графов с числом ре­
пер не более т 1,ц пусть граф / £ Лисодержит т ребер (т 2).

а) Зо
Удаляя вершину а из графа /. — (Л'. / I. получим граф - 

— (Л а. I Так как т(/.') т I, то / А и, и сил) (2).
/.=(Х,И) А.

б) V* Л>(.Т)-.«3. «5. /■*

Придадим графу / =(,¥,/ ) какую-нибудь базирующую орнен- 
ганию. I । ли при этой ориентации пет орцнклон, ТО она сильно ба щ-
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рующяя. Вели же есть брциклы, то. стянув п точку а^ \‘ одну из 

бноко.мпднент // — (}', Г). получим (по лемме 2) базируемо ориенти­

рованный граф /." = (Д'". Г՞) с т(Л")<^т 1.
Но лемме 3 граф / не пустой, я по лемме 1. / . Следова­

тельно. но индуктивному предположению, /. .4՜ и Н 5. В сил\ (3) 
(|,„'О ') Пусть ф(/ |. а 'Г(//| какая-нибудь СНЛ1.НО бази­
рующая ориентация графа Н — (У. V). Легко заметить, что ориента - 
НИЯ /(/-)■= Я(Л”) •!*(//) будет сильно базирующей для графа/. =

(А', и). Значит. /. = (А', И\ (- 5*. Теорем:։ доказана.
Следствие. Граф содержит насыщенный подграф тогда и только 
тогда, когда он содержит треугольна<н или пару нерп։ ш. соединен­
ную двумя ребрами.

Следующая теорема устанавливает связь между понятиями бази­
руемое™ и си.плюй базируемое ։и дли графон из класса

Теорема 2. Для 6a.iiipye.tr сти графа /. = (А, / । необходи­
мо и (/остаточно, чтобы после стягивания всех максимальных на­
сыщенных поОграфов получился сильно ба труе.мый граф,

В работе ('՛) был доказан следующий результат.
(5): если для грифа /. — (А, I )£5 существует ։ и.паю базирую­

щая ориентация. п которой длин։ ианб,с>лыпс|о пути равна р, то су­
ществует не .менее, чем р 1 различных сильно базирующих ориен­
таций.

Оказывается, что зта оценка точная только для звук графов, 
а для всех остальных можно ее удвоить. Им 1010, имеет место.

Теорема 3. Если граф / — (А. ( ) 5. не являющийся цепью 
Олины ^2. при какой-набуоь сильно ба шрующей ориента (ни и м:ет 
путь илины р, то существует не м‘не е 2{р И ра '-личных сильно 
ба шрующих ориентаций.

Доказательство. Рассмг.трпм сильно базнрх юнц-.е ориента­
ции.

.V;»: -..(.V,;.,. А—1.2........ А (О

Построенные в С). Так как все ориентации системы (61 попарно раз­
личны, то попарно различны также их противоположные ориентации

?ЛА՜;. л;,): ?. (.V,:... л; * -1. 2........../>■ <7>

Можно показан., что для графов с хроматическим числом \ Л 
но'ые две ориентации. взятые с югцетств что из (6) и (/ ’• разли­
чаются. Следоззтельпо. для них теорема 3 нерпа. Легко заметип., 
что опа верна также для деревьен.

Расгм»н;ч!м ьцхромлIи՝ ш՝Нрп<||. не являющийся деревом. Рас­
красим его цт тамн 2. 3 и обозначим эту р.ккрэску черп । 
Очегншю, при Ч\ (2. 31 каждым цпетоА! будут <»к|М111сны пл меиьпнчЗ 
море две вершины Раскрасив одну и» перший цв։‘та 2 инетом 4. по-
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лучим раскраску *1 - (2, 3, I). а раскрасив одн> из вершин цвета 3 
цветом 1. раскраску Ч’3 (1. 2. 3). ' Д

Сильно базирующие ориентации <?։, и получаются соответ­
ственно из раскрасок Ч\ (2. 3). ‘Г. (2, 3. 41 и Ч‘3 (1. 2. 3) путем 
ориентации ребер от вершин меньшего номера к вершинам большего 
номера. Легко заметить, что ориентации ?։, ?։. ?2, все раз­
личны. Теорема доказана. ։ Л

Замечание. Известно (), что утверждение (5) верно и для бес­
конечных графов. Каи сидно из доказательства, теорема 3 также 
справедлива для бесконечных графов.

Следствие '(ля сильно базируемого графа /=(.¥, I '), не 
являющегося ребром, существуй не менее 2//) различных сильно 
базирующих ориентаций. |

Эго вытекает из теоремы Витале эа (’) и из теоремы 3.

Вычислительный центр Академии наук АрммискоП ССР и 
Ереванского юсу ъ^рствешк ги у1Н1всрс1псгл.
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