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I. Пусть задан гладкий замкнутый контур / без самопересече
ний в плоскости комплексной переменной е л- /у Рассмотрим ин- 
тегроднфференциал ыюс уравнение

\ ** Л ---/<» /
-* /

4 ^41 1՝ Гд'(л /о)«=/(гв), (П
“• л »— л<I I

I V функции </(/>• <’(/). «»(/). /»(/> — кусочно гладкие на контуре /, 
А’(/. СЛ — некоторое ядро Хардемана. //(/) — искомая функция на кон
туре I, н интегралы понимаются в смысле главного значения по Ко
ши. В случае, когда в каждой точке контура I выполнены условия 

а(П •; д(/)4 0 (2)

а(0 6(1)^ О (3)

это будет уравнение нормального типа.
В этом случае уравнение (II хорошо изучено (' ’I.
Если условие (2) или (3) нс выполнено в некоторых изолирован

ных точках, в окрестности которых выполняются некоторые условия 
регулярности функций п(О и Л(/). то уравнение (II также хорошо 
изучено (’ *). Ниже рассматривается случай, когда на некотором ин
тервале выполняется условие

ч(1) А(/) 0, а(0-*(0 = °. с(О~</(О О, (4)

а на дополнительном интервале /а выполняется условие
п(/)4֊А(0 II. а(Ц-/>(/) О, <•(/) 1/(1) О. (5)

В случае, когда (4| или (5) выполнено на всем контуре уравнение 
(I) также изучено (’).

Функции а(0. А(О. <"(0. </(1). предполагаются достаточно глад
кими на каждом нз интервалов /, и 1։ (в отдельности) Введем обоз
начения:

Сю



± Г «И «М. „ (М 1. (' "<>■</> «щ.
2։/ .1 < 1„ 2 2к/ 2

I

Пространство Л1(/։. /։) определим как множество всех функции 
»(Г| на копте ре 7. для которых конечий норма

и ։чи..м- 1'«1 [|к ’(/)р|е/г | Г|«

ч,' 14 * | I 111 Жп
। ։с и } (| рн(/)|г Л\. и и и есть обобщенные производные

I
от и н и по касательному направлению пр контуре I.

В нашем случае уравнение (1) можно перевисать в виде

/м|П I" '(0
|м-’(0 7(/) «(/). t£{3

J А'«(7) —/(7). (А)

гее оператор А՜ вполне непрерывен, как оператор, действующий из 
.И (/,. /..) в /-։(/)• я ’(О гладкая функция на замыканиях интервалов 
7, и /։, нигде на контуре I не обращающаяся в нуль.

Доказывается, что образ оператора А. действующего из М (/,. 7г) 
в 1.(1) замкнут, размерность ядра т и размерность коядра п опера
тора /. конечны, н вычисляется индекс оператора

2. Обозначим через 7, и L начало и конец (по отношению к по
ложительному направлению обхода контура 7) интервала /,.

Л с м м а 1.
При выполнении условий

arnHni’(0 4 агя1|Щ7(0 2ф։ (2/>։ И՜
1,31 -t t.ai .t,

(В)
агу Km ։(0 1 arc Ilin 7(/) |՝2>й (2р.. 1)՜

/,э»-1,
ни для каких целых чисел pt и р... где есть угол между поло
жительны и направлением касательной к точке Ip i 1.2, и осью 
ОХ. Оля и^М(13. /,) имеет место оценка

II «II «ш, 1,1 const [|/.« !|/. /( ; || А„м ||/1(2), (<»)

А'о есть некоторый вполне непрерывный оператор из Л1(/։, /,) 
« /,(/).

Т с о р V м а I.
Оператор 7, кик оператор, действующий из Л1(/։. /Д ч /։(7) 

имеет конечный индекс. ։
Пусть оператор 7՛ действует из банахова пространства /7, в ба

нахово пространство Н..
Тогда, если Т имеет конечный индекс, то существует оператор 

Р (регулярнзатор), действующий из Я. в /<։. такой, что
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IP г. А,. PT / A՜,. In։!/՛’ Ind7,

где тождественный оператор. А', и А՜, - пполнс непрерывные опе
раторы.*

Пусть функции ։,(/) и ։։(/| бесконечно Оифференцируг .им ни 
ю.иыканиял интервалов и I. и нигОе ни контуре I не равны 
нулю, а функция »,(/) — ».(Г| непрерывна на всей контуре I и рав
на нулю на концах интервала /։.

Пусть 1}—есть оператор виои (Д) с коланрициентои а
/ , i коэффициентом iz(t < Тогда, 
оператора l.v то

если Pt есть регулярилатор

v {п UL '^/։
v (0 TT7Ty J11 • J

гое А' вполне непрерывный 
Эта лемма доказывается

оператор и < .М(/։, /,) в /..(/).
с помощь:։» разбиения единицы и ло

кального вычисления /.,РГ Так как индекс оператора и фигурных 
скобках легко вычисляется (’), то лемма 2 помогает свести вычисле
ние индекса оператора А, к вычислению индекса оператора Iкоэф
фициент которого может иметь простой вид.

(Имеет место равенство inti/։Р։ - indLt ln։l Р, - lnd£։ — Ind Л։ 
:*)).

Теперь рассмотрим оператор вида

р/ '(/) Ь си(П. t£lt 
!«(/) «(Г), 1£13

1՜)

редположнм, что I есть окружность радиуса /<•><>

/, = —pi. t, Ре-*,

НЫ1Ю.1НСНЫ условия (//). г<> есть константа г не отрицательна н
2’h - 0. где ֊ rr<^jirgc<^r.

/I с м м а 3.

,, 11. если arg с -’ ?։>0
՛ |о. если arg с ф- 2?s < (I.

Зериемси к произвольному контуру /.
Заедем обозначения

а+(Г/) = Пт ։(/), Я (//) « Нт ։(/). / = 1. 2

[ | 2 углы между положительным наврав гением касательной
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и точке 0 и осью ОХ. выбранные таким образом, что если точку ка 
сапия пепрсрынно перемещать из точки /, в точку /։ и положитель
ном направлении вдоль контура I. э։ перейдет в э։.

Заметим, что к зависимости от контура / разность ьа у, может 
быть сколько угодно большой.

Целые числа и Л, определим из неравенств

“<argj (Q) arga (G) 2?/ 2՜Հ < ր, / ^ 1. 2

Т с о р е м а 2.

111(1 /
arg ։ (Հ,) arg > (/։) arg г. (/.) arg j

||17(Ո In »(/I

Կ

Производя замену независимой переменной и функции, 
м< няя лемму 2. теорему 2 можно свести к лемме 3.

и при-
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При* и||Г|г|п> (jui|i |»liաև«||inq|iֆհ|iLli9|iui। Kun|iuuui|ini ւ16և|փ |iliqljm|i ւքաււ|ւն

•^քքրիււծէււ if ւլիաարկւ[ա մ Լ (l) հաւք ши արա ifր /угп/ту^Л րո հարիքաՒԿ “Ь
rryrfp/p աւրանւյ իՆ րնահաամ•* ն / կոնաա րի էքրա. /«րր սւեւչի Աէնեն (.4). ( I ) 
պարք աններր։ Արյ •( 4 •»/ ր*ո if (f) ^աւիոոարա */ ր համ ա րմ L ր Լ ( Д ) հավաասր^ 
մ ւսՆքւէ ,:14' I «муJ (/) ւրւ րւ\ ր սւ1րււնա չաւի ողորկ Լ h րա֊

1/,,ւր1էէր,11,ւ 4խ (/^1 սրսրքաններր, ւււսրւ»ւււո ւրիոծ Լ ( I) հաւ/աո արմ ս/Ն նր9էոե֊ 
րաթրէւՏւր I н աարաւ} ա 1<ք րււնա մ ե Լ ո,1,ք հա if шп ա րմ աՆ ^նղեՀէսրւ

^4^ րոր աւչւ/Լրս համար ա աղ սրձւքսյձ Լ քհմif ա **րր հն ա ր աւք ո ր Ilf •
թ րււն Լ ւոայիս '•mil h մ աււմ» րււ էէւարրեր ղ/ւ րծ ակեղն!» ր ունեքքՈդ Կպե րաԱէ որն!» րի 
ինղհրսնհրր ե ա^ւաքիաիկ շարուՆակա թ լան մԼթողր։ fhitfif Լ սւրւ/աւ}, որ /ւն- 
ղհ րոր կարելի Լ հաշանք Հեաերււլ րտն ա ձե ո »^՝

uni/ afg«»(M i arg» (Л) «rgi(/,) arga (/■)
2-

1Ո7(/>

2-i
Iip(/ ) 
շ-i

-։S։ov7 (/J arg7 (/,) շ-ր/ 2zA-, c, /1,2.
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