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Введение. Известна следующая теорема П. .1. Ульянова (Ч 
нА. М. Олевского (’).

Теорема. По любой полной ортогональной системе сущест­
вует ряд из который после некоторой перестановки расходит­
ся почти всюду.

В связи с этим представляет интерес описать те подсистемы кон­
кретных полных ортогональных систем, которые обладают свойством, 
выражаемым приведенной теоремой. В настоящей заметке зтот вопрос 
исследуется .для системы Хаара. Соответствующая теорема доказы 
вается и параграфе 1. В параграфе 2 доказывается, что указанным 
свойством обладают почти все подсистемы системы Хаара

1. Если ул(х) — функции Хаара. то обозначим

= |л. |О.1|:/Л(л) 0|.

Теорема 1. Для того, чтобы по подсистеме /., (т) систе­
мы Хаара существовал ряд из С,, расходящийся почти всюду после 
некоторой перестановки, необходимо и достаточно, чтобы

m(lim sup) = I. (1.1)

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем доста­
точность. Пусть выполняется (1.1). Тогда

т (12)

Пусть «р>0 и ■ Возьмем последовательность .
так, чтобы выполнялись неравенства

/ \
I а* )>։ р ~՜ ։»••••• 

М»*л-։ I '
(1.3)
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Можно предполагать, что при любом /» интервалы | +..........Дя>,

попарно не пересекаются, так как в противном случае из Пересе- 
кающихся интервалов мы возьмем наибольший и неравенства (1.3) 
опять будут выполняться.

Из (1.3) следует

/ з© со Ьг \
"'(и Л и 4/=։. (1.4)

Ч 1 р=д I */.-,+ 1

Теперь возьмем ряд

а» к,, .
1 1 -> 'МЧТ х.,и).
/• ։ • *д֊։-Н р

Из того, 

пересекаются, 
роны. ряд

что при любом р интервалы Ая> ։, 

следует, что ряд (1.5) принадлежит

у» /лДл)

(15)

. ., Ая>, попарно не 

С другой сто-

расхолнтся на множестве

* • V
и Л и Ч

Р > Г Ч с Ир.. |+1

имеющем полную меру.
По теореме Е. М. Никишина и И. Л. Ульянова (’) члены ряда 

(1 5) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд расходился 
почти всюду. Теорема 1 доказана.

2. Рассмотрим меру и на множестве 5 зсех подпоследователь­
ностей последовательности натуральных чисел .V, введенную следу­
ющим образом (4).

Заданной подпоследовательности х = |л,’ сопоставим число Г(.х) = 
— 0. ’։’»«։■••. где ։я< = 1 и а/ 0. если / Это соответствие между 
всеми подпоследовательностями .V и точками из (0.11 вганмно-одно- 
гначно. Будем считать измеримыми те подмножества Е ( 5, для кото­
рых ЦЕ} измеримо по Лебегу, и при этом положим р(£) т(Т(Е)), 
где т - мера Лебега. И.? ■<

Лемма. Пусть Еп |(1.11 последовательность измеримых 
множеств Тогда иля почти всех х |/б( «-< 5 имеет место

/п(11п1 хир£Я/) /н(11т нор Е„) (2.1)

Доказательство. Определим на |0,11 функции ч(0. к 
из условий

4



1) /= < ^11 ■ 
Г*1 2*

2) «ИО принимает значения <> и 1. причем значение 
при бесконечно многих Л.

Обозначим

Ди Не(о,1|:мО И-
Рассмотрим ряд

V '4я(л)«Н0. 
I

принимает

(2.2)

где /_е — характеристическая функция множества /:.
Для любого хе Игл $ир Е„ последовательность /е„(х) содержит 

Я • •
бесконечно много единиц. Если обозначить номера этих единиц через 
п((х), то будем иметь

V У.М-ФЛО - эо при / С lim sup/l^,) (2.3)
п 1 >-►-

Множества независимы и ш(Дя)=—, л = 1.2.......... Поэтому,

согласно лемме Бореля-Кантелл и, 

т (lim sup ) = 1 (2.4)

для любого х ֊ ||л sup Ei. 
И —■ •

Из (2.3) и (2.4) следует, что дли любого llm sup Е„ ряд (2.2) 
Л — •

расходится почти всюду по /£[0,11. Тогда из теоремы Фубинн сле­
дует, что для почти всех /£|0,1| ряд (2.2) расходится по х почти 
всюду на lim sup Е„. Это, как легко видеть, равносильно утвержде- 

Л •
нию леммы.

Из леммы н теоремы 1 следует
Теорема 2. По почти всем подсистемам системы Хаара 

существуют ряды из /,. расходящиеся почти всюду после некото­
рой перестановки.

Ьревлнскнн Iосхдарственный 
университет

Տ. Ա ?ԱԼ1ա№Հաարի սիստեմի ենթասիստեմների մասին
Պ. I, ՈլյյԽնովր (’) և Ա, Մ, Օյեվսկին (*) ապացուցեք ձե. որ րստ էսմ6ն 

1ՐՒ4 օրթոգոնաչ սիստեմի գոյություն ունի Լէ֊ից շաՐՐ՝ ՈՐԸ ին չ-ոյք տհգա* 
փս խութ յունից Հետո տարամիտում է համարյա ամենուրեք"
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Նեք,11ա աշխատանքում Նկարագրվում է Հաարի սիստեմի այն ենթասիս­
տեմների գասր. որոնք օժտված են յրիվ սիստեմների նշված հատկությ սմր, 
Ապացուցվում է նաև, որ այգ հատկությամբ օժտված են Հաարի սիստեմի 
Համարյա բոլոր ԼՆթասիստեմներրւ

ЛИ Г F. Р А Г У P A — ’> r U ’• Ц ъ n b Я* в Л b ъ
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