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Некоторые теоремы о сильно базируемых графах

(Представлено чл.-хорр АН Армянской ССР А А. Талаляноч 13/1 1972)

В монографии (') поставлена следующая задача: в каких случаях 
можно приписать ребрам неориентированного графа Ь = (Х, и) такие 
ориентации, чтобы он стал базисным графом частичного упорядочения? 

Такие графы мы назовем сильно базируемыми, а соответствующую 
ориентацию—сильно базирующей ориентацией.

В настоящей статье рассматриваются обыкновенные (конечные, без 
петель и кратных ребер) графы. Мы придерживаемся терминологии 
А. А. Зыкова (2]. Всюду под раскраской графа будем понимать раскрас­
ку его вершин.

Скажем, что в орграфе £ — (Л՜, 6/) есть /—неполный цикл, если 
в X имеются вершины а и Ь, для которых существуют идущие из а л 
Ь и непересекаюшиеся (кроме точек а и Ь) простые пути длиною / и 
Л, где Л > I.

Очевидно, имеет место
Лемма 1. Следующие свойства графа равносильны:
1. Граф £ = (X, 1У) сильно базируем.
2. Каждый блок графа £ = (X, (У) сильно базируем
3. Можно граф Ь — (Х, 1У) так ориентировать, чтобы не бы- 

ю 0 и 1 — неполных циклов.
Лемма 2. Если граф 1 = (Х. (У) можно окрасить так. что- 

ы ни на каком простом цикле длины р не было более р — I по- 
ледовательно расположенных вершин попарно различных цветов

(О < / < р — 2). то графу £ = (X, и) 

южно придать такую ориентацию, при которой не будет 1-не- 
олных циклов (1^.1).

Доказательство.
Пусть £ (_г) предполагаемая раскраска графа £ (X. ( ). По-

аган

£/ = | xy/xy£U& g (х) < g (y)J.
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получим орграф I. (А', С). Ясно, что на каждом простом цикле 
длины р графа £ - (А, 67) длина наибольшего простого пути о ор­
графе £ = (А, £/) будет не больше, чем р / 1. Если в7 = (А’, и) 

будет / -неполный'цикл, то длины простых путей на этом цикле бу­
дут равны / и р — /, но

р-^р-1>р-1 1.

а это противоречит тому, что длины наибольшего простого пути в 

орграфе £ = (X, С) не больше р — I — I.
Из леммы 1 и 2 следует
Лемма 3. Пусть граф £ = (А', И) имеет блоки Нх. Н..- • •, Н„. 

Если хроматическое число каждого блока меньше длины своего 
минимального цикла, то граф £ — (X, 1У) сильно базируем.

Следствие. Для сильной базируемое™ 'плоского графа необ­
ходимо и достаточно, чтобы он не содержал треугольников.

Следующий пример показывает, что условно леммы 3 не являет­
ся необходимым Обозначим через К;. граф, у которого дл»>на мини­
мального цикла равна 6. а хроматическое число равно 5 (|3|, теоре­

ма 5.1) По лемме 3 граф А';՛ сильно базируем.
I----- Тх к \ Показанная на рис. 1 конструкция (где и ребро
I / Г графа АС*, а остальные три изображенных ребра,
*—г---- ՛ Г вместе с двумя вершинами.—новые), дает пример

сильно базируемого графа, у которого длина мн- 
Рнс. ։ нимальиого цикла равна 4, а хроматическое чис­

ло — 5.
Теорема 1. Если граф Ь — (Х, И) сильно базируем и суще­

ствует сильно базирующая ориентация, в которой длина наиболь­
шего простого пути равна р, то существует четное число, не 
меныиее чем р /, ри злачны с сильно базирующих ориентаций, в 
каждой из которых длина наибольшего простого пути не 
больше р. ■ •'Чч&ЧЙИ I

Доказательство. - <. I
Пусть графу £ — (А’, И) дана сильно базирующая ориентация и 

при этом длина наибольшего простого пути равна р. Определим по­
следовательность А,. X .• • • мсжеств верили, полагая

Ао = \х1х(Х&Гх= 0).

X, {х/х^Х\ и' А^&Г.сС и Л'7| 
э-о 1-«

1= 1. 2.

Как известно (см., например, доказательство теоремы Витавера 
(*). § 42). имеют место следующие соотношения:

I +/=> X, Л Ау = 0 (1)
н каждом Х1 никакие две вершины не смежны (2)
А,-^0=> А’|-г]у^Л(_| (у£Гл) при/>1 (3)

242



обозначим через

Рис 2

1*1
I Xi-И՜>Л = и X, при i > О (I)

I />/>=> Аг = 0 (5)

I X = U X, (6)
I
I Данную сильно базирующую ориентацию
LjA/. Xi) Такое обозначение показывает, что 
hue дуги, инцидентные с вершинами из Л', (рис.2). 
| исходят из этих вершин, а все дуги, инцидентные 
|с вершинами из Ао, заходят в эти вершины. 
■Ясно, что при ориентации Ао")для любо­
го Л'/, где 1</<р 1. существуют исходящие
|и заходящие дуги.
I Опишем процесс, с помощью которого по­
мучаются требуемые ориентации.

I шаг. Все дуги, исходящие из в ориентации Л'*՜), пе­
реориентируем. Легко видеть, что в полученной при этом ориентации

Xi) циклов нс будет. Не будет также I неполных циклов, 
так как в нротнином случае они были бы при ориентации (Д'*. X ). 
Значит. ?1(А7-1- Xi) — сильно базирующая ориентация.

Заметим, что ^(АД։. А/) отличается от ?0 (А,, AJ) и длина 
наибольшего нр<хтого пути при ориентации ?։(АД։. Д', ) не превос­
ходит р. Легко видеть, что при ориентации ?,(Ау.։. Xi) для любо­
го X,, где I С/</>-2 существуют исходящие и заходящие дуги.

II шаг. Все дуги, исходящие нз АДг в ориентации (А'Дь -V, ). 
переориентируем. Получим новую ориентацию А'Д։). кото­
рая является сильно базирующей, отличается от ։0(А՜/, Д'о) н 
*1 (A'/-i, Д'р). и длина наибольшего простого пути не превосходит 
р. Ясно, что при ориентации в։(АД։, Д'р-г) для любого А’/. где

—3. существуют исходящие и заходящие дуги. И т. л.
Р-fl шаг. Все дуги, исходящие из Л1։ н ориентации s, ։ (Хг, A'j), 

переориентируем Получим новую сильно базирующую ориентации» 
Ъ(Ао . А> ), которая отличается от 1*(А/. Ао՜) 11 от

Ъ (АД». АД,+։). * - 1. 2. •••./> - I.
и при которой длина наибольшего простого пути не превосходит р. 

Таким образом, для нашего графа £ (Л'. С) имеются по край-
ней мере р -|֊ 1 различных сильно базирующих ориентаций.

Для завершения доказательства теоремы достаточно

что если граф I. (Д', ориентирован сильно базируемо, 
ориентируя все дуги, получим новую нльно базирующую 
цию

заметить.

то. пере- 
ориента-

Замечание. Как видно из доказательства, теорема I. справед­
лива и для бесконечных графов
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Следствие 1. Если граф £ = (X, С) (конечный) сильно бази­
руем, то для произвольной вершины а существует хотя бы одна 
сильно базирующей ориентация, такая, что в полученном орграфе 

£ = (А՜. 17) все дуги, инцидентные а, исходят из а (заходят в а).
Следствие 2. Если граф £ = (X, £7) сильно базируем, то для 

него существует четное число, не меньшее (£), различных сильно 
базирующих ориентаций.

По теореме Внтавера, при любой ориентации графа £ = (Л', £7) 
длина наибольшего пути не меньше *(£)—!. Следствие 2 вытекает 
из упомянутой теоремы и из теоремы 1.

Следствие 3. Если граф £ = (X, £7) сильно базируем и имеет 
блоки Нх, Н:.‘ •. Нп. то для £ = (X, £7) существует четное число, 

*
не меньшее |՜՜] ; (££), различных сильно базирующих ориентаций.

Так как при сильно базирующей ориентации графа £֊ (X. £/) мож­
но каждому его блоку отдельно, независимо от других, придать сильно 
базирующую ориентацию, то доказательство получается из следствия 2.

Предложение 1. Д.гя того, чтобы граф £ = (X, С) был 
сильно базируемым, необходимо и достаточно, чтобы X можно 
было бы разбить на такие подмножества Х։. Х։,Х„. для ко­
торых выполняются следующие условия:

1 £ ¥= 7—> Х( П X) = 0
2. В каждом Х| никакие две вершины не смежны.
3. Если есть цепь х х х. , где х, 6Х,, / = 1, 2,- • п, •р ц 'а 1

д = 1, 2, • • •, | Х։ | и I > ) > • • • > А, то не существуют ребра 
<\х>)

Доказательство.
Необходимость. Пусть множество X разделено на подмножества 

Х1։ Х։,---, так, как это сделано при доказательстве теоремы 1. 
Очевидно, при этом условия предложения 1 выполняются.

Достаточность. Предположим, что множество X разделено на 
подмножества Х։, Х։.---, Х„, так, что выполняются условия 1, 2 и 3. 
Полагая

получим сильно базирующую ориентацию.
Вычислительный центр

Академии наук Армянской ССР 
и Ереванского государственного университета
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Կ. Մ. ՄՈՍԵՍՏԱՆ
flldbq |MU(||)iiiiigi|iiq ղրաֆիկնԼ րի ։| I. ր ա p Լ ր յ ա । մի քաէւի բԼորեմներ

Օրեի մենագրությունում դրված Լ հետևյալ խնդիրր ) է դլ, 
պիսին պետք է (ինի ոչ կողմնորոշված գրաֆը, որպեսզի Հնարավոր /իԼի 
կ ողմնորոչման մ ի քոց ո վ այն դարձնել ինչ՝ որ մասնակի կարգավ որման բադի- 
սալին գրաֆ է Այսպիսի դրաֆներր կան վան են ք ուժեղ ր ա դի ս ա ցվո ղ »

Պարդ էէ որ Ուժեղ բադիսացվող գրաֆնրում երեր երկարությամբ ցիկլեր 
լկանէ Տոլյց է տրվում, որ Հարթ գրաֆների համար այդ պայմանը նաև բա­
վարար Լէ

Ապացուցվում է, որ եթե գրաֆի խրոմատիկ թիվը փոքր է իր ամենակարճ 
ցիկլի երկարությունից, ապա այն ուժեղ բադիսացվող էւ Պ արդվում է, որ վե­
րոհիշյալ պայմանն ան Հրւսժեշտ չԼ։

Ս տ ա ցվո ւմ Լ ներքին գնահատական դրաֆի ուժեղ բ աղիս ա լին կողմնո­
րոշումների քանակի Համարւ Ապացուցվում է, որ ուժեղ բադիսացվող դրաֆի 
ցանկացած դադաթի համար դոյություն ունի այնպիսի ուժեղ բազիսային կոմ- 
նորոշոէմ, որի դեպքում այդ գագաթից ելնող աղեղներ չկան։
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