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В различных областях науки очень большое применение имеет 
понятие внутренне устойчивого (независимого) множества и с ним 
связанное понятие числа внутренней устойчивости. Здесь мы не бу­
дем упоминать все эти применения, только отметим одно очень важ­
ное применение этих понятий в теории информации. К. Шеннон (։) 
показал, что понятие пропускной способности канала при нулевой 
ошибке тесно связано с понятием числа внутренней устойчивости в 
декартовом произведении графов. Он выразил мнение, что эту зада­
чу нужно решать комбинаторными методами, несмотря на то, что по­
лучил некоторые оценки для пропускной способности методами не­
прерывной математики.

Пусть имеем неориентированный граф О=(А, Г).
Здесь и в дальнейшем мы будем придерживаться терминологии и 

обозначений К. Бержа (։). Обозначим через «(О)—число внутренней 
устойчивости графа О. а через Оя = ОхСх • • ♦ ХО-л-ое декартово 
произведение. Вообще, в теории графов имеет важное значение на­
хождение необходимого и достаточного условия для выполнения не­
равенства

а (С")> ап (О՝)
Видимо, как предполагает О. Оре (4). это очень трудная задача. 

К. Шеннон определил некоторый класс графов, для которых з(О՝л) 
= ал(О)< Автор настоящей статьи нашел (•) одно достаточное условие 
для равенства а (О'1) = ((7) и доказал, что для простых циклов не­
четной длины

1 (G") > зл (О՝) + 2 (G) •
i(G)

о

В настоящей статье рассмотрены некоторые вопросы, связанные I вы­
полнением неравенства (1). II работе (*) доказана следующая теорема: 
если граф О не содержит циклов нечетной длины >5, то а((Г) = *п(О).
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Однако можно усилить эту теорему, ничем нс и тменяя ее доказатель­
ства. д’-

Тео рем а 1. Пусть 5—некоторое внутренне устойчивое мно­
жество графа О, и о (О) — |5|. Если ։(С'1) >։" (О՝). то граф (} со­
держит такой цикл нечетной длины »--|.т։, х,,---. Хц, л». ։|, 
/: 2, что х։< £ 5 для /=!,•••,£; х2։ . । $ для 1=0, !,-••, Аг.

Ин простых примерах легко убедиться, что < братная теорема не 
верна. Для формулировки следующей теоремы дадим одно определе­
ние. Пусть՜ 5֊некоторое внутренне устойчивое множество графа О. 
Скажем, что подграф Н=(Хн, Гн) графа О —(А', Г) 5—внешне разре­
зан, если ГА'н П (5\$н) = 0, где Зн — ЗпХц.

Теорема 2. Если граф О содержит такой 5—внешне разре­
занный подграф, для которого а (//։)>»|5н|г, то ։ (О՝'1) а" ((7), и 2.

Доказательство. Достаточно доказать, что ։(0’)>։г(0), 
так как из неравенства а (О։ХОг) > а (И,) -а (6_.) (-) и из ։ (6г)^>я: (О՜) 
получим а (О՜՞) ։" (О). Обозначим через Sun такое внутренне ус­
тойчивое множество графа Н • Н, которое содержит наибольшее чис­
ло элементов, т. е. а (Н*) = . «|= |5/г]- Ясно, что множество
Х$«и$я $н11 ЗнХ$н, где Зн—3\3н, внутренне устойчиво в де­
картовом произведении <7*=бХ(л Обозначим через

$<?•= ЗнХЗн и ЗнХ 5//и и $//•.
Покажем, что 5<,. внутренне устойчивое множество в О3. Для этого 
нужно доказать,, что элементы множества $/Р не смежны с элемента­
ми множества Зн ЗнОЗн Зн и 5՜,/ - Зн- Пусть а х,у£3ц \

X Зц и 5//Х 5// и ЗнХ 3/1.
а) Л։Уг€ $нХЗн, тогда вершины л։у։ и х.у։ в 62 не смежны, 

так как х։ и х։ не смежны в графе О в силу того, что подграф И 
5—внешне разрезан.

б) хгУ։(г$н X Зн, в силу несмежности у։ и у: в (/, х։у1 и х,у2 
не смежны в графе 0։. ՛

в) хгу. ЗнХ$н здесь не смежны х1 и хг, у։ и у2 в графе (7.
Вычислим число элементов внутренне устойчивого множества 3&

|5«'| |5н .$//] 4՜ 5//| д-| ЗнХ З’н/ ֊-

— I $я| |5«| 4- | Зн | -1 5//| -ф| 5//|։ 4- |5>/4 =
= 2 (|5| |$„|) • |$„| + |5„.| 4- (|5| -1$„|)« = 

- 215| |$„| - 215„1« ф |5,л| 4-15։| - 215| |5,,| + |5н1г

֊֊ 1$1։ + 1$/л1 (2)

Цо н силу условия теоремы |$н.|— |5?/|‘ 0, так как |5Н.| = а (И3) >
и мы получим, что |5о1|>»|5|2. Отсюда непосредственно сле­

дует, что а (О') > а2 ((}). Теорема доказана.
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Приведем одни простой пример (рис. 1), для которого условие 
Шеннона о существовании сохранного отображения (։) не выполнено 
и ничего нельзя утверждать о неравенстве (I) для данного графа, 
так как о справедливости обратной теоремы Шеннона (։) ничего не­
известно. Но с помощью теоремы 2 можно показать, что для данно­
го примера «(0*)^> а* (О). Пусть за Н взять подграф, поражденный 
множеством Хн — {1, 2, 3, 4, 5|. а за 5 = |2, 5, 7|. Тогда 5//={2, 5 , 
5я= (7|. Для подграфа //։(№) >а5 (Н) в силу теоремы о нечетных 
циклах (*). Действительно, за можно взять множество 11,23, 35, 
42, 54}, легко проверить, что оно внутренне устойчиво и все усло­
вия теоремы 4 выполнены. Значит

= 5// X 5 н и Зц X 8'// и 5//Х5и и 8ц> — 

= {72. 751 и |27, 57} и |77| и 111, 23, 35, 42, .54} 

а(6։) >|5г,.|=10>9 = |5|։ = а։(0)-

Здесь уместно отметить, что очень важной и нерешенной задачей 
является обратное утверждение Шеннона, которое состоит в следую­
щем: класс графов, для которых а (О’") = а" (О), полностью исчерпы-

Рис. I

вается графами, имеющими сохранное отображение. Ясно, что поло­
жительное решение этой задачи даст необходимое и достаточное ус­
ловие для выполнения неравенства (I).

Докажем еще одну теорему, которая даст достаточное условие 
для выполнения неравенства (1). Дадим следующее определение.

Пусть дан граф О = (X, Г) н при внутренне устойчивых мно­
жествах этого графа:

5։ = (л։, д։, • • •, л՜*. /*+!՛. /*>։ »• • •» ь• ■ ՛ •
•$։ = (Ур Ур • * *» У*» ^*+1 • ։ »" ‘ '• + ь‘ ‘ • '*<«»»•
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■■ ■ 3 | *-2» * л **к> *• 4 4 1 > т > ^лп+1»’ ' *» ^а(б) /,

где £ > 1, /п > Л.

Систему множеств Хь 52, Х3 назовем (£, тп)-системой внутренне ус­
тойчивых множеств или просто (Л, т)-системой.

Обозначим через

X — 1^1» Л 2, • • •, । > 1 — ! У\> У2, * * * , У к I;

Тогда
$,= |Х, Тк,

т. ч —Сп и т 4- 1 /

а — I ^*+Ь к ( 2, • • • , ^а(б) Ь

Теорема 3. Если граф О содержит такую (к, т)-систему, 
что для любых х.^Х и у.( У, Г7х. П Г7у. = 0, если У^Гх( и 
Г7х=Гх(\Х, то

а (Сл) > а" (С) -И #2ал 2 (О). (3)
Доказательство. Достаточно доказать, что а (О2) а2(С)-|-

4-Л2, отсюда получится требуемое неравенство (3).
В двойном декартовом произведении графа С возьмем следую­

щие подмножества:

□ т, а 

5л = Лх7ли7хХА;

$у =,Гх7хи7лхГ;

где Хх = ГХ (]Х, а Хх = Х\Хх. 
дует, что 7x^=0; 7х=#0.

Покажем, что множество

Очевидно, из условий теоремы сле-

Лб։ — А и Ах II 5)

внутренне устойчиво в графе Сг.
Во-первых каждое из множеств А', Ах и Аг внутренне устойчи­

во, так как множества 77. „ Тт, а и X принадлежат внутренне устой­
чивому множеству А\ графа б и не пересекаются друг с другом.
Ах и Ау—внутренне устойчивы, так как ГХ П7х 0 и ЛКп7х՜ 0.

Сейчас покажем, что внутренне устойчиво .
Множество АХ7х не имеет смежных вершин из множества А'

в графе С8, потому что в графе С, X и 1 к. внутреннея И X Х 1) т, а

устойчивые множества. Множество ХхХХ также не имеет смежных
вершин из множества 5' в графе С2, так как X и 7\. в, Хх и Тт. в вну­
тренне устойчивы н графе О. Следовательно, VII 5х внутренне ус­
тойчиво. Аналогичным образом можно показать, что также
внутренне устойчивое множество, так как 7x0 7^ = 7, Ли 7х и К и Хх — 
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внутренне устойчивые множества в графе (7. Итак, = 5' II 5% и $у — 
внутренне устойчивое множество в О2.

Вычислим число элементов 5о«.

|50* | = |$'| + |5х14֊ |$г|, где |5'| = (а (б) - к)2 + * (ЧО) - т) + 
4֊ Л (а (С) — т) = (а (б) — к}2 4- 2к (а (6) — т)\ 

|5х| 4՜ |£} | = 2^т.
Получим

|$0.| = (а (в) - к)2 4- 2к (а (б) - т) 4֊ 2кт = а2 (б) 4֊
Отсюда

а(б2)>|54 = а2(0)4-^2,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.
Приведем одно простое применение этой теоремы.
Следствие. Для простого цикла нечетной длины >5

а (бл) ая (б). 
Пусть цикл

— К, * * ’, Г2Р, *^2р+1 ]» 
Тогда возьмем

а(б) = р.

----  I А՜! — Т>р 1^ — 1)^, ( — и^, • • • , — ^2Р{ »

— [ У1 — ^2, /2 — = Уд, * , ^а(б) )»

'Ьд /о — ^5, = ТЛр • • •, %а(6) — Т^2р + 1|.

Здесь
к ■= 1, т = сх(б), X.== । , ) = ! т*2 [,

Множества 52, 53 составляют (к, /д)=(1, а(б) систему. В силу те­
оремы 3 получим, что а(б2) >/?84՜!- На примере, с помощью теоре­

5
Рис. 2

мы 3 покажем, что выполнено неравенство (1). На рис. 2 изобра­
жен граф О. Для этого графа я(б)—4, покажем, что а(б2)^>а2(б)= 16.
Для этого достаточно взять
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Հ= |1, 3, 5, 7(; 
52= |9, 3, 5, 7|; 

ձ= |2, 4, 6, 8|.
Здесь множества 52, 53 составляют (1, а(0)-систему, прэто- 

му а(С5)^>а2(С7). Интересно заметить, что если добавить в графе О 
еще одно произвольное ребро, то получится граф, который уже име­
ет сохранное отображение и 7(С?։)=а2(О). В этом смысле данный граф 
является критическим.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Ա. Դ. ՄԱՐԿՈՍՅԱՆ

Դրաֆների տեսության մի անհավասարության մասին

Ւնչպես '» ւս յտնի Ւ եևնունի աշխ ատո։թյունՆ երից , դ.րաֆն՝երի ՝դԼ՚կւսրտյան 
արտադրյալի ներքին կայունության թիվը և ներքին կայունության րազմոլթյոլ- 
նրն ունեն շատ կարևոր նշանակոլթյուն ինֆորմացիալի տեսության մեջ։ Գոյու- 
թյուն ունեն մի քանի արդյունքներ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալի ներ- 
քին կայունության թվի վերաբերյալ՝ կախված սկզբնական դրաֆների ներքին 
կայունության թվից: Սակայն մինչև այժմ դեռ չի գտնված անհրւսժեշտ և բա­

վարար պայմաններ արտադրյալ դրաֆի և սկզբնական դրաֆների ներքին կա­

յունության թվերի արտադրյաչի հավահարության մասին։ Այս հոդւԼածում 
■ապացուցված են \մի քանի թեորեմներ, որոնցում գտնված են բավարար պայ­

մաններ դրաֆների դեկարտ յան արտադրյալի ներքին կայունության թիվը 
սկզբնական դրաֆների ներքին կայունության թվերի արտադրյալից մեծ լինե­
լու համար։ Մասնավորապես, գտնված են մի քանի դասեր, որոնց համար 
կատարված են ալդ պա լմանները։ Այդ պա յմ անների ստուգումը բավական 
Հեշտ Ւ և կարելի է այն կիրառել գործնական շատ խնդիրներ լուծելու համար։
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