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МАТЕМАТИКА

А I Мдркосян

Некоторые теоремы о декартовом произведении графов

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. .Мергеляном 28/1Х 1971)

В настоящей статье доказаны теоремы о внутренне устойчивых 
множествах и числе внутренней устойчивости, о полном сжато-со
хранном отображении: получены верхние оценки числа внутренней ус
тойчивости. В дальнейшем мы будем придерживаться терминологии и 
обозначений работ

Пусть дан граф G = (Д'. U) н So некоторое внутренне устойчи
вое множество, содержащее наибольшее число элементов: |Sg|=։(G). 
Однозначное отображение з, переводящее множество Х,сХ в себя, 
называется сохранным, если

у х, у- Гх — з (у) =/= з (х), з(у)^Га(х)

Ясно, что это отображение сохраняет несмежность вершин. Сохранное 
отображение называется сжато-сохранным относительно S, если 
S = з (А՜,) = {з (х)/х£ X,} — внутренне устойчивое множество. Сжато
сохранное отображение называется полным, если Хв — Х. Сжато
сохранное отображение з' будем называть максимальным, если

| = шах |Х,|. Скажем, вершина х графа G не сжимается при ежа- 

то-сохраином отображении □, если х£ X,. Число таких вершин при 
отображении а обозначим через е(з), а через г (G) = min s (з). Будем 

а 
говорить, что граф G имеет е (G) несжимаемых точек.

Можно доказать следующие теоремы.
Теорема I. Если граф G имеет полное сжато-сохранное 

отображение за относительно некоторого внутренне устойчивого 
множества So. то он имеет полное сжато-сохранное отображе
ние относительно любого внутренне устойчивого множества 
s0

Из этой теоремы следует, что если нас интересует только су
ществование полного сжато-сохранного отображения в данном графе, 
то можно не указывать относительно какого множества оно взято.
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В связи с равенством

»(ОХ//) = ։(0)։(/т) (1)

важно знать, имеет ли данный граф полное сжато-сохранное отобра
жение или нет. Следующая теорема устанавливает связь между су
ществованием полного сжато-сохранного отображения в графах С и 
Н с одной стороны, и в декартовом произведении графов О и Н. с 
другой стороны.

Теорема 2. Если графы О = (X, Ц) и Н = (У. V) обладают 
полным сжато-сохранным отображением, то их оекартово про
изведение также обладает полным сжато-сохранным отображе
нием.

Представляет интерес следующий вопрос: имеет ли полное сжа
то-сохранное отображение граф, обладающий единственным внутренне 
устойчивым множеством. Ответ на данный вопрос отрицателен На 
рис. 1 приведен пример графа, имеющего единственное внутренне 
устойчивое множество 5О = (£„ £4| и не имеющего сжато-со
хранного отображения: е(0) = |. Легко убедиться, что Хо—единствен
ное внутренне устойчивое множество. А полного сжато-сохранного 
отображения граф не имеет, так как к каждой вершине 2,
3, 4) можно сжать только одну вершину, вследствие отсутствия тре
угольников.

Рис 1

В дальнейшем нам понадобится вышеприведенный пример.

Нерхние оценки числа внутренней устойчивости декартова 
произведения. Известно, что нижняя опенка числа внутренней устой
чивости в декартовом произведении двух графов G и Н является 
я (G) и улучшить эту оценку н терминах г(б) и а (Н) в общем 
случае невозможно. К сожалению, верхней оценки, имеющей простой 
вид, еще не найдено. Здесь мы получим верхнюю оценку, которая 
имеет довольно простой вид, и улучшить эту оценку в общем слу
чае нельзя.

Теорема 3. а (GX/У) < min |[з (О) 4֊ е (G)| -а ( // ). |а(Н) + 
+ • <//)) a(G)}.

Доказательство. Если заметить, что ։(Gx//) = ։(//XG), то 
достаточно доказать справедливость одного из неравенств.
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з((7х//)<(։ (О) 4֊ в (О)) •։(//); (2)

1(0 • //)<(! (/¥) + ։ (//))•« <<?);
Докажем неравенство (2).
Для этого возьмем некоторое максимальное сжато-сохранное 

отображение зо в графе О и нее ребра, которые инцендентны несжн- 
мающнмся нершинам, уничтожим. Полученный граф обозначим через 
О՜. Из построения графа О очевидно, что

а (6;<Н1 < а (О'-\ //) (2*)
Но ։(0 ) — ։(б) + ։С, и граф О уже имеет полное сжато-сохранное 
отображение, из теоремы Шеннона (։-3) следует а (0~хН) = ։ (О՜՜)- 
з (/?). Подставив в последнее равенство значение а(б~), получим

*(0-ХН) = (а(б) - е(б))1(Н)

Из последнего равенства и из неравенства (2*) получается (2). Тео
рема доказана. ՛ ‘"Г-С.՜

На рис. 2. приведен пример двух графов О = (Д’, и) и Н = 
= (У, I’), который показывает, что оценку (2) в общем случае 

улучшить невозможно.

Рис. 2

Для этих графов ։ (СхН) — (а (С?) 4֊ е (б)) а (Н). Действительно, лег
ко убедиться, что ։ (О) = 5, е(0)=1, а (Н) =2. А для графа ОхН 
множество 5Ох„ = {х։1у„ лиУ1, л։у։, хлу։, х5у>, л,у„ х,у„ л2у... х։у„ 
-».У«, Л»У«. ^։оУ1о1 внутренне устойчиво и содержит (1(0)-т-в(б))- 
7 (//) = (5+1 )2= 12 элементов. Значит,

։(бХ//| > |5Оч//| (11С7) -Г е (б)1(Н)
Из оценки (2) получается

«(бХЯ) =(*(О) + е(б))-а(//)
Так как оценку (2) нельзя улучшить с помощью параметров з(б), 

е(С7). е(/У), мы получим более точную оценку, если введем па
раметр а, (б), ’,(//), где з։ (У)—наименьшее число таких полных под- 

-ЛО) 
графов б„ ■ ■ б,,(О( графа б, что б = и б( .



Аналогичным образом определяется а, (//) для графа Н. 
Тогда легко показать, что

։(ОХ/У)<гп1п |։,(G) i(H). i(G) ։,(//)| (3)

Очевидно, что a. (G) < ։ (О) ф в (G) н ^(Н) ■<,(//) +,(Н). д утО озна
чает, что оценки (3) точнее, чем (2). В частности, если G-// то из 
(3) получим а (О’) <в, (О).e(G), «(G’)^*;-«(G).a(G). Емкостью гра
фа называется 0 = sup (я (О՞))1'’, а пропускной способностью канала 
смежностным графом (*) (граф сигналов («)) которого служит граф G 
Со= logjO. Для ® и Со получим

2

Ь<я։(О), C0<log։a։(G) С)
Сейчас мы сформулируем теорему для простых циклов нечетной 

длины и дли произвольного графа, которая дает более точную оцен
ку.

Теорема 4. Если граф Сг простой цикл длины 2*4-1 а /у_ 
произвольный граф, то

я(0ХЯ)О(0).а(Я)ф-1֊|«(Н).| {4)

Доказательство этой теоремы опускаем, так как она доказыва
ется точно так же, как и теорема 1 и работе (։).

Ясно, что из (4) следует, что

a(G <//)<« (Н)21<2)±_!

При G = Н
«(G»)<«(G).2a(^4՜ 1

и

a (G") ==£ ։ (G) (2а (G) 4- 1
2

^«-1

Отсюда

й (G) <
2

Со< log.
2з(С) 4 1

Для О—простого цикла нечетной длины (*) дает 6 (6?) < ։ (О)-4-1, 
( • *^,1ок'з (“ (О) | 1). Для пятиугольника а (О) = 2, а։(0) = 3.

Из (•) получаем 6(О)<.3, С0<|о£.3, а из (”) — 5(0)

<2- С,<1о8։—..

Последняя оценка для Со совпадает с оценкой Шеннона.
О теореме, обратной теореме Шеннона. Обозначим через £“ 

класс пар графов (О, Н), для которых а (ОхН) = а (О)-։ (//), а через 
А.-класс пар (О, /У), для которых хотя бы один обладает полным сжа
то-сохранным отображением Из теоремы Шеннона следует, что
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Т е о рем а 5. Если графы О’—(Д', и) и Н = (К, V) имеют един
ственные внутренне-устойчивые множества $о и $н соответст
венно и по одной несжимающейся вершине: & (Н) = е (Н) = I. то 
а(ОХ>/) =*(С)-«(Н)-

Доказательство. Пусть = |^„ £։(0) | и $« = (А։,
А,.---, Лия,}. Возьмем максимальные сжато-сохранные отображения 
оо н зц в графах О и Н, и пусть £, и А, несжн мающиеся вершины 
при этих отображениях; X. - Х\|£»|. Кв= К\|А,|. Обозначим через

Х,= \х/х£Х, з.(х) = £<), I = 1, 2,..., а(0)

Г/=|у/уСГ, а„(у)=Л/}. У = 1, 2,..., а(/7)
«(О> •(//)

Ясно, что Х,~ и Х|, К. = и К/. Пусть 5О н—внутренне устойчи- 
<■«1 /•։

вое множество в графе ОхН и а (0х//| — |$о>м|. Если АсВ, ВсУ, 
то обозначим

(4хВ)з = Дх£П$охя
Покажем, что |(Л',Х К)х| "С а (О) •։ (Н).

Из того, что граф 0(, порожденный множеством вершин X/ пол
ный, следует,

|(Х|Хг)5|<«(«). / = 1,2,-,«(С), 
откуда

։(О)
ЦХ.ХК)з| = К и X, X ГЫ < а (О) •*(//).

1-1

Значит, если а (О Н)'^>з(6) -з (Н), то

(Я = >
Рассмотрим два случая.

I. б։Л,; $охя-

Пусть (£,Х К)з= |£,у։, Я’.Уа.- -«-.у*1. где у/ £ Гу, у= 1, 2.---.А. 
Покажем, что для любого у/, у = 1, 2,---, А

|(Х.Х Г/ )з| (О) - 2

Пусть Х(,, Х1 те множества из |Х։//=1, 2,---, ։((/)), что

(Х1։Х У))х Ф 0. Докажем, чтор<а(0)—2.

Обозначим через х(у' = (Х/(Х У/)х ддя I = 1, 2,-- -,р. Рассмотрим 

множество (х։у{, х2у^,---, хру1р, Я,у/|. Так как оно является подмно
жеством 5охи и вершины у{, у^,---. у'р, у/ принадлежат множеству 
У,, то множество вершин (лх, х,, --, хр, £,| должно быть внутрен
не устойчивым в графе О. В силу единственности внутренне устойчи
вого множества 5О; р 4֊ 1 <а(6), откуда р < а (О’) — 2, значит |(Л'« 
ХГ(Н<а(0’)-2 для у — 1. 2,-•-, А. Так как для различных у(, и 
У/.. У)., то получим

|(Х.ХУ/)»|<в(О)-а(//)—2А (а)
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С другой стороны,
|(Л. ХЛ.)л<Л-1 (Ь)

н силу того, что количество таких множеств А'(, /=1. 2,... □ (С>) 
для которых |(Л'< X ® (//) — 1 меньше, чем£֊| Если бы таких 
Д'( было бы больше, чем А—1, то получили бы, что |(Л',х >’Ь| < 
<;<։ (О) а (И) — А. При этом, учитывая равенство

|(£,ХГ)л|-А (с)
получили бы а(Ох//) = «(0)а (//), вопреки предположению. Из то- 

1го, что #,Л, можно написать:
I 5охИ — (Х։ х) ։)л и (Х»х й»)։ и (£» X ^»)з

откуда
Г ՛ |50хя1 = |(Х.ХГвкЦ-|(Л\ХЛ։)л| + |(я,ХГ,)л|

и на основании (а), (Ь), (с):
I а (ОХ//) <а(О) а(А/) —2А֊Ь А - 1 4֊А<а(О) а(Н)

'вопреки предположению ։(0хЯ)>։(0)-։(//).
I 2. Пусть в у* = А,.
В этом случае вместо (а)

I |(Х.ХГ).|Св(О).а(Я)-24 4-2 (а*)

(рассуждения аналогичны случаю 1 для к — 1 элементов у։, у,,---, 
У* -|)

К Покажем, что
I !(Хха,)$|<а-з (Ь)

Без ограничения общности можно предположить, что А՜,, А'։, - -, А', 
именно те множества, для которых (Х( ХЛ.)з =#= 0, »= I. 2,-« -, у- 
Надо показать, что д < к — 3. Пусть х, И. = (Хх хА։)л, г=1, 2,-• ■, д и 
\х1к5(.) — (Х1 ХЛх(.))$ I = к, Л 4- !,•••, в (О), где А։(.։£5« и смежна с 
вершиной к,. Множество вершин (л։, х*+։, л.(0), £.) внут
ренне устойчиво в графе О, т. к. А, и А։(։> смежны в графе //. Сле
довательно, в силу единственности

д 4- 1 + а (О) — к 4- I < а (О), откудо д ч к — 3
Из (а'), (Ь ), (с') получим

|5Оля| С а (О)-а (Н),
что противоречит предположению

1 ։(ОХН)>։(6) •։(//).
[Теорема доказана.
I Из этой теоремы и из примеря, который показывает, что класс 
графов, для которых условие теоремы выполнено, не пуст, вытекает 

. Последнее означает, что теорема, обратная теореме Шеннона, 
неверна, что иным путем было доказано в работе (*).
I Ереванский политехнический институт
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Л Դ. ՄԱ11 MIU ՏԱՆ
Մի f անի թեորեմներ գրաֆների դեկարրլւան արտաւ|րյա|ի մասին

Հոդվածում դիտարկվում են ներքին կա յանորթ յան ր ա ղմ ութ յ ո էնն երր ե 
Ներքին կա /ունության թիվր տրված երկոէ դրաֆնե րի դեկարգյան արտադրյալի 
Հեր Հայտնի I Շենոնի թեորեմր, որ եթե 0 և Ւ1 գրաֆներից որևէ մեկր ունի 
պահպանող արտապատկերում, ապա 1((] \ Ւք) = «■( (?) • յ( Ւէ) (*) հոդվածում 
գտնվում է գրաֆների այնպիսի դաս, որր չունի պա հպանող արտապատկե

րում. րայց այրյ դասին պատկանող գրաֆների համար տեգի ունի (!) հավա

սարում րէ Դրանից հետևում է, որ Շենոնի թեորեմի հակաոակր ճիչտ չէ։ 
Գտնված են մի քանի գնահատականներ վերևից 1 ((} X Ւք) •ի համար. 
Ապացուցված են պահ պան ոդ արտապատկերումների մի քանի հատկություն- 
ներ։ Մասնավորապես ապացուցված է, որ եթե Շ և Ւք գրաֆներն ունեն լրիվ 
սեղմող արտ ա պ ա տ կերումներ, ապա նրանց դե կարդ յան արտադրյայր նույն
պես ունի յրիվ սեղմող արտապատկերում) Բերված է գրաֆի օրինակ, որր 
չնայած նրան, որ ունի միակ ներքին րաղմաթյուն, բայց չունի (րիվ սեղմող 
արտապատկերում  է
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