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Алгебра представлений конечной моногеннон полугруппы

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р А. Александрином 2/1Х 1971)

Пусть Р—конечная моногенная полугруппа, порожденная элемен
том а определяющим соотношением

аА+<= а* (Л> 1, 1). (1)

““^Степени аЛ, а**1,---, образуют циклическую группу О поряд-
‘“^ка £. Группа б—это максимальная подгруппа полугруппы Р.

Пусть, далее. К—поле, характеристика которого не делит порядок 
Я подгруппы О.

' В настоящей заметке перечисляются все неразложимые пред- 
^"■ставления полугруппы Р над полем։*Л'(их конечное число (')) и дока- 
<^-֊зынается, что алгебра представлений полугруппы Р над А' полупрос

та.
Алгебра представлений определяется следующим образом Пусть 

£։»•••» £« —все попарно неизоморфные неразложимые модули пред
ставления. Для тензорного произведения £ £, (над полем Ю мы 
имеем однозначное разложение в прямую сумму неразложимых мо
дулей

Е,ХЕ,= '£®с111,Ек (1<г, (2)
*=1

где с//*—неотрицательные целые рациональные числа, обозначающие 
число прямых слагаемых в разложении, изоморфных модулю £*. На
личие равенств (2) позволяет ввести в рассмотрение алгебру над по
лем рациональных чисел с базисом £,(1 и с таблицей умно
жения

ЯП

Е1 *Е) =
>-1

1ак полученная коммутативная алгебра и называется алгеброй пред
ставлений полугруппы Р над полем А'.

Пусть £—произвольный модуль представления. Если в Е выбран 
какой-нибудь базис над полем К. то образующему элементу а£Р в
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этом базисе будет соответствовать некоторая матрица А (с элемента
ми из А'). В силу равенства (1) матрица А удовлетворяет аналогично
му соотношению

Л*+* = Л*. (3)

Другими словами, минимальный многочлен матрицы А является де
лителем многочлена

/ (х) = х* (л« - 1). (4>

Обратно, всякая матрица Л. удовлетворяющая условию (3). оп
ределяет некоторый модуль представления.

При этом два модуля представления изоморфны тогда и только 
тогда, когда соответствующие нм матрицы подобны.

Всякая матрица, минимальный многочлен которой является де
лителем многочлена (4), подобна клеточно-диагональной матрице с 
диагональными клетками двух типов:

1) клетки Жордана Л (О) с нулем на главной диагонали порядка

2) неприводимые над К матрицы Л,, характеристические много
члены которых совпадают с неприводимыми над К делителями мно
гочлена х* — 1.

Пусть над полем К многочлен х*— I имеет следующее разложе
ние на неприводимые множители:

хг — 1 = ^(х)- - -?, (х). (5)

При введенных обозначениях мы можем сформулировать следующее 
утверждение: ՛ >47

Теорема 1. Иля полугруппы Р над полем К имеется ровно 
Ь 4֊ г неразложимых представлений. Матрицами этих представ
лений являются клетки Жордана Л (0) (1 < / < А) и матрицы 
А/(\ )<г) с характеристическими многочленами из разложе
ния (*).

Введем для неразложимых модулей представления, полугруппы 
Р новые обозначения. Пусть £„•••, Ег — модули представления, со
ответствующие неприводимым многочленам <?։,••■, из разложения 
(5) и А՜*—модули представления, соответствующие клеткам
Жордана -Л (0) (1

Лемма 1. Для тензорного произведения Е։ X Е/ (1 < I <. Л) 
имеет место следующее разложение на неразложимые слагаемые

Е, X Е, = 2Г։ ф • - - ф 2Е, _, ф (у - / + I) Е1.

Доказательство. Мы применим метод построения канони
ческой формы Жордана для нульстепенного оператора в конечномер
ном линейном пространстве.

Модулю представления Г/ X Е1 соответствует матрица, являю
щаяся кронекеровским произведением клеток Жордана Л (0) и У/(0)- 
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Обозначим ее через В. Легко видеть, что ранг р» 
(/—4)(У—4) при 0<А</ (напомним, что / /).

матрицы Я1 равен

Если теперь

то (*)

X Г/» ф ... ф с, Р,, 

с։ 4- с։ + • • • 4- = р0 — р։

с, 4֊ • • • 4- = р։ — р,

С! = р։-| — .
Откуда при 1 <А</— I получаем

с* = Р*-1 — 2р* 4- Р*+1 = (/ — 4 4- I) ( / — 4 4- 1) —

— 2(/— 4) (/ —А) 4-(/ —А 4-1)(/—4 4-1) = 2

и далее (поскольку р/= 0),

П = р|-, = НУ-/4-1), 
и лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если л, есть степень многочлена ®,(1 <></•), то

Е/ х Е1^п)Е1.

Доказательство. Рассуждаем так же, как и при доказатель
стве леммы 1. Пусть В—кроне перовское произведение матриц А/ и 
Л(0) и пусть р*—ранг матрицы В*. Тогда

р*= (/-*)«/ (0<А</)

и аналогичные выкладки приводят нас к утверждению леммы 2.
Леммы 1 и 2 означают, что линейное подпространство, натяну

тое на элементы Рл, является идеалом в алгебре представле
ний.

Лемма 3. Подалгебра в алгебре представлений. порожденная 
элементами Рх,՛--, РН։ полупроста.

Доказательство. Рассмотрим в нашей подалгебре новый 
базис

= Ех
е։ = Г։-2Г։

ед = Г։-2Г,4-^։

с» = Р* — 2/>-| 4՜ Е

Пусть Легко проверяется, что

(Г, - 6_։) .(Л - - Р, ֊ Л-1

(мы считаем, что Ро = 0). Пользуясь этим равенством, устанавливаем 
теперь, что элементы е^---, е* (также образующие базис подалгеб
ры) составляют попарно ортогональные идемпотенты Это и доказы
вает лемму 3.
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Лемма 4. Линейное подпространство в алгебре представле
ний натянутое на элементы Е^---, Ег, является подалгеброй, и 
эта подалгебра полупроста.

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из 
того факта, что кронекеровское произведение двух неособенных 
матриц есть неособенная матрица. Для доказательства второго утверж
дения достаточно заметить, что Е,,---, Ег являются неприводимы
ми модулями представления циклической подгруппы О (порядка к), 
и следовательно, порожденная ими подалгебра изоморфна алгебре 
представлений группы С.

Из лемм 3 и 4 вытекает следующий результат:
Теорема 2. Алгебра представлений конечной моногенной 

полугруппы Р над полем, характеристика которого не делит 
порядок максимальной подгруппы. Ос.Р, полупроста.

Замечание 1. Размерность над К модуля Е, равна степени п1 
многочлена . Вместо элементов Е1 в алгебре представлений рас
смотрим элементы Е, = Е1 —п։е, где е = е1 4- • • • 4- еА. Соответствие 
Е( — Е1 порождает изоморфизм подалгебры (Е,,---. Е,} на подалгеб
ру |Е։,--, Е,|. При этом вся алгебра представлений взаимно аннули
руется прямой суммой подалгебр £л|ф{Е։,---, Е,}.

Замечание 2. В полугрупповом кольце /С|Р| рассмотрим эле
мент

с = а — а",

где и—число из ряда Л. Л 4֊ 1,-- -, Л 4֊ £ — 1, которое =1(то<1£). 
Легко видеть, что

= (1 <£<Л),

в частности, с* = 0. Кольцо распадается, следовательно в пря
мую сумму

/С|Р| = (с, <4,.--, с*-»}ф/С[О].

Мы видим, таким образом, что в полугрупповом кольце К[Р) реали
зуются все неразложимые модули представления, кроме модуля, со
ответствующего клетке Жордана Л (0) максимального порядка й.
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Р. Մ. ԵԴԻԳԱՐՅԱՆՎերջավոր մոնոցեն կիսախմբի ներկայացման հանրահաշիվը
Գ/,յ„Р ֊ն վերջավոր մոնողեն կիսախոլմր է, ծնված էլեմ ենտով ն

аА4< = аА (հ> Լ 1)
"ՐՈ2ՒԼ առնչությամբ։

Հետևյւպ էլեմենտներր կազմում են £> կա րհՒ
ցիկէիկ խումբ։ Այղ խումբր Р կիսախմբի մաքսիմալ ենթախումբն է։



Դիցուք խ-ն դաշտն Լ, որի րնութադրիչր չի րամանռմ Շ ենթախմբի Լ; 
4<»/>9ք'

Ներկա աշխատանքում թվարկվում է թ կիսախմրի չվերածվող
ներկաչացումներր Ւ\ դաշտի նկատմամբ (նրանց բան ակր վերշավոր է խ)) 
և ապացուցվում է, որ X դաշտի նկատամամբ թ կիսախմրի ներկաչացման 
հւսնրա Հաշիվր կիսապարդ Հ.
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