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Плоская задача термоползучести при высоких температурах

(Представлено академиком АН Армянской ССР А Г Назаровым 20/УП 19'1)

Рассматриваетея плоская задача термоползучекти для материа­
лов, модуль упругости и мера ползучести которых существенно за­
висят от температуры.

Некоторые задачи, и которых физические характеристики мате­
риала меняются и зависимости от действия каких-либо внешних фак­
торов (облучение, радиация, нагрев) рассмотрены в работах (' ').

§1 . Приведем общие уравнения плос кой задачи термоползучести.
Уравнения равновесия

У равнения неразрывности деформации

•». и + •/. и “ 2*1/. ч
зависимости между деформациями и напряжениями

։»/ (/) — а 7 4,, -г (I 4՜ ») (/)
*!*(/). И

’ (1
’ £|*(0. И

А |в(т). /, т|*

(11)

(12)

(1.3)

5 = з// — символ Кронекера,

Г(/) 8(7) =----------- безразмерная температура.
*а «♦

Го — порог действия температуры на физические ха 
рактернстикн материала

К1М9./.Ч-£(•«>. ։)^-{^±гп + С|»ОМ. <|}

£р(д). /. т| мера ползучести.
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Вводя функцию напряжений Эри

«м = &// ?Ф։ — Ф’ ц (I 4>

и решая (2) с (3) н (4) получаем, относительно функции напряжении, 
интегро-дифференциальное уравнение следующего вида

Г?Ф* +
Ч (0) * 
11(0)

•И։(Ф*) +- 11(0), и 
11(0)

.VI (Ф*) ГГФ» +

где:

*- /М։ (Ф*) 4֊ А <0) " А<։ (Ф*)
А'(0) ‘ А'(0) *

а
1Ц0)

(1.5>

т = 0 для
V

П(8) = |Е(6. /)|֊« , 
плоского напряженного

Л'(«) = Л'|О(Т), /, г), • '
состояния»

для плоской деформациит —

в прямоугольной системе координат

ЛГ։«?) = 2вх V—+ 20., V ֊ Ч֊ 2(1 4-4 0. 
ох ду

д'Ц
" дхду

+ 6„ /*2._.*2л + ,
\ дх3 ду3 ) \ Оу' Ох* )

(1.6)֊

М.(Ц) =
д։Ц
дх3

V------
ду3

4-2(1 + 4О..։9у
дгО 

дхду

5г (д^
՛ * \ дуг дх3 /

в полярной системе координат

А(Р) = 6
дгг

о

О...

д 
дг

-------- УГ () 
дг'

дг3 Ог дъ

Л1г (р) = 9’ °։У „п
—; ’V Ц дг3 2 дг д-р

к&2 д‘‘Ц 
дг3
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Основываясь на экспериментальных данных В. А Харламова (•) 
модуль упругости и мера ползучести бетона можно аппроксимировать 
следующими выражениями (старение не учитывается, так как соглас­
но (4) играет второстепенную роль):

£ (0) = ?ехр(-*6); C|G(t), t, Я " М*I exp (/,«).
где

k =0,15; 4 = 0,28: ? = 1.16£„ ?։ = 2.18-10՝«/см։

Подставляя (17) и (15) окончательно получаем

г
г?ф» + клмф*) + ;.*лмф։)- jin-ф’ -ммф») +

О
4- >>?М,(Ф')| Л'|6(-), t « — а₽(1+т)ехр(—л6)ге (|,8) 

где,
К|в(х), /. T^-blexpP^h)->0(О-7(/֊ -)|. (19)

р

§ 2. При стационарном распределении температуры связь между 
упругим напряженным (состоянием и соответствующим напряженным 
состоянием с учетом ползучести следующая:

I
Г?Ф* +> Л1։(ФШ) +>’Л(.(Ф՛) — ( |9гФ* + (Х-Н)ЛГ։(Ф։)+-

+ (). + 5)’ЛГ։(Ф*)|К|0(/), /, т) = ггФ-)-/ Л1։(Ф)4֊'։.М,(Ф). (2.1) 
где,

« = ч ֊ >,

К(0. I, -) = — ֊-ехр р —I (/ —-)|.
р

Ф—функция напряжений Эри для соответствующей упругой за­
дачи.

Решение уравнения (2.1) ищем в виде ряда

ф* = ф;+ у й՞ ф; = ф; + ф^. <2 2>
я-» I

при о = О, Ф*, = 0. Ф’ = <!>• и уравнение (2.1) принимает ннл:

t
7Тф; + х м, (ф;) + у՝м։ (ф;) - J | ??ф; + х м։ (ф;> +

0
4-)• М, (Ф:>| Ко(/-•։)</’ = 7ГФ 4-ХМ,(Ф)-Н-։Л1։(Ф) (2.3)
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Решая полученное уравнение при однородных граничных уокь

““ ф’1 -0: Л|. = 0 получаем

где

г а
<,(0) = Э0 + I

о

Яв(/, т) = -ехр ֊(֊^-+ 1 )(/-’) • 
р \ р /

(2.4)

Если граничные условия неоднородны

ф?, -/(*. У): =?(х, у) или ф; = /(х, у): — = <?(х, у).
|> *■՝ |»

а температурное поле для соответствующей задачи ‘ при однородных 
граничных условиях не вызывает напряжений, то решение уравне­
ния (8), как легко заметить будет иметь вид

в аЧ • (2.5)
Из полученных выше результатов следует, что и при высоких 

температурах в первом приближении можно пользоваться известными 
теоремами II. X. Арутюняна, если температурное ноле стацио­
нарное.

Для определения функции получаем следующее уравнение:

у?ф« 4֊ > м, (ф;л + /’ле <ф; ) - й К* |м1(Ф^)+(2) + г)л/т(ф;,)Н

1/*
=—— |лмф;) + (2>. + 8)л»,(ф;)Ь (2.6)1 — г\

г _ ։
*’((?)= ^Аф(т), Г, х|Л = 2-^֊- У QK.it-֊֊)<!֊.

Легко заметить, что стоящее слева операторное выражение при 
однородных граничных условиях положительно определенное. Со­
гласно (*), если правая часть уравнения (2.6) принадлежит к простран­
ству А, (У), то уравнение имеет единственное решение из пространст­
ва ЦЛ«»(‘2) и верно следующее неравенство:

<с к*’ -—— I АГ. (ф; ) + (2Х Ь 5) .И, (ФДI 
1 — А (2.7)

Х-.е-Ч

Дифференциальное уравнение (2.6) приводится к бесконечной 
системе рекуррентных дифференциальных уравнений
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К а՞-*
ггф; + X .И, «ф;> + - л1։(ф;> = —— £  ------- |м,(ф;+

1 ~ \ от)!

+ 2"*Мф;) + лмф;_1)| (2Я)
§ 3. С целью исследования сходимости решения полученной сис­

темы сначала оцениваем |Ф'|.
Из (2.7) следует:

К:(ФП^хю < с| ֊гПс Ьи« (фо > 2/ и> <фР1} (2.9)

Так как Л'„ не зависит от х, у, то пока его принимаем постоян­
ной величиной и, согласно известному неравенству треугольника, 
имеем;

1 ֊ а; ||А!։(Ф;)’1.(.> 2-'Л1г(Ф>,.(|: к>0.

Принимая во внимание следующие выражения

■^| (ф;> < Р-1К < мф;, и*.

окончательно получаем:

|Ф1г<;ч9)<С(1 +2Х)
К

՛ Фь 1. )•2

где ?®т1 наибольшее из

(1 -»)(6гх4-^у)4֊2(1 +>№ Л 
и

21 о. <’ +1*. ,| + (1 + *) А ху!| -Г (I ֊ >)(1&. «I + /< «■)

Аналогичные рассуждения приводят к следующей бесконечной 
системе неравенств:

:«-! ф;

ф^ < - с

|ФП<С(1+2л)
1 - а:

1 -к;
11+ 2/) (6, ф; ф;)-'Ф<;|

• • • • • • • • •• ••••••
Умножая эти неравенства, начиная с первой строки на ь 

и складывая, получаем:
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где
5п о + й’ + ... + 5- |<|>д.

а о не ограничивая общности принято положительным.
Гели *<С&о. где % наименьший корень следующего уравнения.

%(1 2> 4- %)е а;: 
а;

I 
ср|/

то можем написать:

где
$я>$„ = гФ;֊|֊ ?ЛФ-+ ... .|֊о"Ф;.

Отсюда следует, что для значений ряд и его производ­
ные по пространственным координатам до четвертого порядка вклю­
чительно в области 2 сходятся абсолютно и равномерно.

Величину постоянного С можно оценить, проведя те же рассуж­
дения для первого приближения. Для одш родных граничных условии 
это приводит к следующему результату:

Для решения дифференциального уравнения (2.8) разлагаем

функцию Ф’ н ряд и относительно Фя; получаем новую бес­

конечную систему Ангармонических неоднородных уравнений.
Однотипные вышеприведенным операции, приводят к результату: 

если ' где /„ наименьший корень следующего уравнения
I — С, / |0„| - С, К ]й„| = 0.

ТО

Сх(1 + 2л)
('* - </)!

1 — С, / 1^1 - с. / ’ |М
где

5„ = ф;, + /ф;14- ... + ,'ф

Следователь но. для

яС

решение беско­

нечной системы (2.8) и его производные, до четвертого порядка 
включительно, в области сходятся абсолютно и равномерно.
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§ 4. Рассмотрим осесимметричную задачу обобщенной плоской 
деформации при высоких температурах е, = е2(/).

Из условия осевой симметрии вытекает

дьц дъ. ди, дзц дь,. =.   =   = и;   — - = (). 
д?-------- дъ--------- дз---------------дх--------- дх

(4.1)

^ = ’0 = °

Решая (1.1)—(1.3) совместно и учитывая (4.1) получаем следу­
ющее иитегро-дифференцналывое уравнение:

сР 3, 
иг'-

3 из, 
г иг

1
£|9(/), /]

и з, 1—2' о, 1 </£|0(Р, /|
иг 1 — * г иг

1'1 ‘/ч' ■ 3
,1 | иг2 г иг

т] 4-

</ К|0(.). Л -|ц. _ 
иг /| |

= -£ 1°(0?-£1Х-^-[а7'(г, /)]. (4.2)
1 — ч г иг

1
Учитывая, что при высоких температурах ՛ принимаем

-------— с=0 и тогда решение уравнения (4.2) можно записать 
I —V

3- = _1±£-_1 <1^ к=։/|а.т՝(Ь п| -
' 1 — V | ։] гл

г.

+ С1 \ Е 16 (0 '

I Гф 
где 

г
*Ч<2(*)1= ( <?(-)/*!&(-). л -1^.

л ч — резольвента ядра А'[г>('), /, '|. 
Для стационарных температурных полей

(4.3)

/? (6, / т) = — е * ехр

39



а
г

1 + А?* = Л = 1 4- | А? (Ое / — •)</• функция влияния пол «учести 

о
(коэффициент затухания). Следовательно

Ъ/ = ’</’ИгА П.

где з//—упругие напряжения соответствующей задачи.

(44)

Таблица 1
Значения коэффициента затуханий г) для стационарных температурных полей

100* /»1 Г- 5 /=*10 / 20 Г 30

1 0.870642 0.556366 0.401468 0,328501 0,319605
2 0,854089 0.514986 0,361690 0.297924 0.291554
3 0.835631 0.472246 0.323323 0.269441 0.265151
4 0.Х15109 0.12X670 0.28693 ։ 0.243131 0.240431
5 0.792365 0.384487 0,2532» Й 0.21*978 0.217409
6 0,767256 0,34 1605 0.222391 0.196898 0.196062
7 0.719655 0.299589 0.194790 0.176763 0.176 ИЮ
8 0,709461 0.259610 0.170459 0.158431 0.15x257
9 О.67<»615 0.222397 0.149284 0.141763 0,149788

ю 0,641111 0,188568 0.131005 0,126632 0.12610

Как явствует из табл. 1, ползучесть при высоких температурах 
происходит намного интенсивнее и практически прекращается через 
20 суток после приложения нагрузки.

3

а в начальный момент

Постоянные интегрирования Св(0 и С,(/) определяются из гра­
ничных условий, а осевая деформация из условия

<1
2т. I ЪГ(1Г = V.

где Д'—осевое усилие.
§5. Рассмотрим частный пример. Бесконечная бетонная труба на­

ходится в стационарном температурном поле

где

/ = /, - R |П £- .
г0

1пг։/г0
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Гх и Т. значения температуры соответственно ня внутренней (г ) , 
внешней (г,) поверхностях.

Интегрируя (4.3) с учетом (1.7) н удовлетворяя грант..... .  уело
вня

- 0: - о
получаем

Рис. I. 5г0 радиальные напряжения без учета влияния температуры 
на дсформатнаные характеристики материала

Ер Н е՜ * 
I - > 2 / Л,

где

Из полученных выражений следует, что при постоянной разно­
си։ температур на внутренней и внешней поверхностях (7,— G~ 

Const), и при определенных размерах трубы, напряжения сумеет*



вен но зависят от температуры внутренней поверхности. Повышение 
температуры 7\ приводит к уменьшению напряжении. 1

На рис. 1 показвны эпюры радиальных и кольцевых напряже­
ний с учетом только упругих свойств материала. Изменение напря­
жений во времени с учетом ползучести материала легко получить 
пользуясь (4.4) и приведенной таблицей значений коэффициента зату­
хания Ь (О, /). I

Ереванским политехнический институт 
нм. К. Маркса

Լ. (Г. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆՋերմային սողքի հարթ խնդիրը բարձր ջերմաստիճանների դեպքում
ֆերմային ւողրի Հարթ խնդիրր, երր ա ոտ ձդա կ ան ո ւթ յ ան մոդուլր և սողրի 

^ափր կախվ ած Է ջերմաստիճանից, րերվոլմ / չորրորդ կարգի փոփոխական 
դո ր ծ ա կ ի ցն ե ր ո վ ին է ո ե դ ր ա - դիֆ ե ր են ց ի ա ք Հ ա վ ա ս ա ր մ ա ն ։

Ստացված հավասարումր քուծվում Է գրգոման եղանակով և ապացուց­
վում I լուծման ղուդամ իտութ յո։նր։

II ո ան ց րտ ս իմ ետ ր իկ Հարթ խնդրի Համար, երր Կ=0,5 ստացվում Լ փակ 
էուծոէմ է

Դիտարկված Ւ անվերջ րետոնե խողովակի ջերմային սողրի խնդիրր 
ստացիոնար ջերմային դաշտում։
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