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К обобщенной проблеме моментов Стилтьеса

(Представлено академиком АН Армянской ССР Л. Л. Шагнняном 9/VI 19711

» Пусть Л! (и) некоторая ЛЛфункция (см. О). Через Л»։(0. о 1 
обозначим. как обычно, класс функции, определенных на |0. ®|, для 
Которых

I Л1 |Ф (01 £//<«>.

I
■ассматрннается следующий вариант известной проблемы моментов 
Стилтьеса: для заданной последовательности положительных чисел
I - Л 1 Л 1 /II
I 0 •7о<71< •••<>< •••• 2 ~ = ®’ 2՜^

* • ։“1 ‘ ■*

^казать условия, наложенные на последовательности положительных 
чисел {/ля|, чтобы существовала функция /(П(/..чР« « ) такая, что

| у(Г = (2)

о
история и литература по этому вопросу даны в работе ( ) и там он 
полностью решен н случае, когда

■” !/!,•< С на (0, ос) и Нт/(Л = 0-

Заметим, что, пользуясь методом работы (э) и решением рассмот­
ренного нами вопроса, можно определять классы квазнзналитических 
функций, входящие в классы, определенные н (*),  так как ЛН//)֊Л֊ 

■функции, которые характеризуются полностью в терминах Л-функций, 
■I рассмотреть для этих классов вопросы включения, представимости

И ՛ ипц гневит ГИ в \г р.И.мТ
И Решение обобщенной проблемы моментов Стилтьеса основано на 
1Ьс11книи следующей задачи: найти необходимые и достаточные уело-



ння представимости функции посредством обобщенного преобразова­
нии Лапласа

где
*♦1-

Теорема 1. Для того, чтобы имело место представление 
(■{). необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие 
условия: >£}.* * ИДдИ

Таж как при А>0. р>(> и $ (О, ») справедлив» неравенств»

• 1
* (W, э) < А * Г (р, ;) р, V — < ci

то гто 'начиг, ян» (5| можно дифференцировать • смысле (111 любое ввело pai С
пг|<носнм шала производной оба Жаком интеграла п'мш ж паств равенства

1. существовали производные

/(0=/|0|(Л, /ни (0=( Г(‘4'УЬ) *=1’2’ --
«о

/| _ 1 >**  'ж ’• 1 /■։***>  (ж» \
2 -И |;---- -------------- | = о(1) при ж — <ю для v  j4 2)*

՝ пь / -

в՝»։

3 . Af (/(л)| = о(1) при л • ж. 
Необходимость. Пусть

/U)» | T Ф(0€/и|0. оо) (5)’

>

Дифференцируя Л раз в смысле (4.1), имеем

О

Т )ф(ГМЛ

1»



и согласно неравенству Йенсена и .11 (з и) < з.И \и). если ()<»- !

п*д  »-г7»*Ч д)

П’՛ 
»—1

.И|Ф(/)|</Г = о(1 >

При X — О..

1ыпшненис условия (4 3) следует и< определенна Л-функции и из 
ого, что /(х) — 0( 1) при <

Достаточность*  Пусть ныпатнены условия теоремы. - 
мотрим обобщенную формулу Тейлора функции / (л! I1)



»

«О =/(“). Л* =

П(с-Н’) 
• -0

(-!)*« ’*֊ ’ /։*•(«)
я (Л = Լ 2, - ). (6)

Учитывая условие (4.2) и устремляя и -*  эе, получаем

где

(7)

Замена переменной է = ֆ„է' нам даст

(8)

2G



9

(-1)—(|>.ОI?.п'М).

Пт

Так как <»п

<0, о?), то для завершения доказательства теоремы нужно показать, 
что ։я (Г)-функцин ограниченной вариации на (0, ) для у л. при­
менить теорему Хелли и, наконец, доказать, что предельная функция 

+°°)-
Имеем для у/?<С°°

R

Пъ
*-՛ г

(Г)|^'+։ '</' +

■/л!.’.1 ~'1к I*  Л՜’ 1/1-+Н (Г)|Л/< со,

Пт» 1
•«1 ♦

ак как

при Г -* 0
(9»

оследине соотношения следуют из следующих выкладок: так как

ледонательно

/1^л (П =

21



I/1* ■' (Х)|<с [Г, I

при Л ֊ ПГ.

Второе из условии (9) следует из теоремы 1.2 работы (։).
Согласно теореме Хеллу существует последовательность |л*|  та­

кая, что (Г) —» а (О при А- - ОО, притом а (Г) также имеет ограни­

ченную вариацию на (О, -Ь со).
Устремляя /|-оо в (8), получим:

• 7 (Ю)
V

Остается доказать, что -Ь оо). Для этого заметим.
что н силу теоремы Медведева (*)  достаточно доказать следующее:

1-0 ՝

Согласно неравенству Йенсена имеем:

"•* ’ ИМ)1" М'
(6+1) --- (6 ) \ «.

------------------------------  I = .И Л
ПТ'К< >֊6)

-1

Следовательно

У (6 : ֊ 6 ) .՝/ ( -*" (6 4---- ?" (6 )
г V ՝ 6-1—6

*-։
<Ар,л 1 г։'« >

/-0

’л ’(/’* 1л")<С<ос ул.
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еорема 1 таким образом доказана.
Применим теперь доказанную теорему к решению обобщенной 

роблемы моментов Стилтьеса. Докажем теорему
Теорема 2. Для существования решения проблемы мо- 

ментол

о

тилтьеса необходимо и достаточно, чтобы существовала функ- 
ип ф(0< удовлетворяющая условиям

Пт <-'>-^’(х)

Л-1

П (I--2!.)
—м-------

1

У (г) - г П
I

— ։е ’•

Л1 |р(л')| = 0(1) при X - то

91*1 (х)
оо Оля \-к.

Пт.
♦” 1

(Н.З)

’ Необходимость. Пусть существует / (?) £ Ьм |0. + ) такая,
ЧТО

-
|Л/(ПЛ = «« П =0.1.2, 

О

ставим функцию

?(•*)
.'I

е л'краткого обобщенного дифференцирования будем иметь

п-1 4-1

-(С т)

(’՝•» т) — П
1 —П

3«-| = ехр

М

и
п — 1
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отку ia после замены . на получаем

где

елц, • G* 7»

Так как
л—I

0<Ля(х/) \ Нт Ля(ж/) = 
ж«•(«♦

(см. (*))

то

Пъ
--------- =!--------------т
?пп £*.  - I 7«»• 7)

л —I

I
I#' (>)1

тч. (12>

Таким образом (11.1) доказана. Проверни выполнение условия (11.2). 
По неравенству Йенсена имеем

Al I г (лг)| )֊<Jw(a7).W |/(0|с// -0/1) х -со, 

о

так как ш(х^)֊*0  при Д' - <х.
Выполнение условия (11.3) следует из теоремы 1.
Достаточность. Пусть существует функция ? (/), удовлетво­

ряющая условиям теоремы 2. Тогда, согласно теореме 1, существует 
функция /(/)£ Л м |0. т **՝),  посредством которой функция ? (х) в 
(I). сю) представляется интегралом

<-.(xf)/(/)rfr (13)
и
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Нам остается доказать, что существуют интегралы

| п -0. I. 2

о

выполняются условия

t = т„, п = О, I, 2
6

егко доказать, что (13) можно любое число раз обобщеннно диффе-
нпировать. Имеем

л-։

" ь
П‘-

Л ‘-Л- л

ГД’

к как при

"’•(в. т. ֊ Тп) =
2x1 *»

кроме того, 
имеем:

х>о функция «>• / ——

по неравенству Йенсена

.ограничена (2) и,

и М (։«)<։ Л! (и) 0 < ։ < 1

Л1

П 
п 

»-։ О) • I*
о

Л 
п

ю ) Л А! [/(*)!*'<

переходя к пределу при х — 0+, имеем из (12)

Нт ( ֊ 1 )՞ (?!"> (х) 
Т-7,՜»՜ =

л
Пт.

г 
О



так как

Нт <»• 
4**0 +

Таким образом теорема 2 полностью доказана.

Ерснлкскнн политехнический институт 
им К. Маркса

Վ. (Г. ԷԴԻԴԱՐՑԱՆ 

1ևոի|տյեսի րնր)հւսերացւ|աձ մոմենտների խնդրի վերաթերւալ

Դիտարկվում է Ստի/տ յեոի մոմենտների խնդրի հետևյալ րնդհանրացումրւ

1 1Տրվտձ 0 = 7о<Л1<С' * * <Ь<С ’ 5 ------ = °°. 5 —“< 00 իրական
>•1 *« 4 4- I ‘Հ

հաջորդականության աոկայու թ յա մր դւոնեյ ւդայմ աններ ГТ9 ո} հաջոր­
դական ու թ յան Համար, որպեսպի դորո թյուն ունենա /(0£/. |ք|0, О ) ֆանկ- 
^իա. որտեդ ուոոէէքիկ Д-ֆունկդիա է, աքնսքիսին որ.

0

^Ո11* ք է տրվում, որ աքղ մոմենտների իւնդրի քՈէծման >ամար անհրաժեշտ է 
և րավարար դորոխրսն ունենա |(է ’ )•/» վրա որոշված փ(/) անվերջ դիֆե-
րենդե/ի ֆունկցիա , որր րավարարի հետև քալ սրս [ մ անն ե ր ին'

.... П ՜4’>
||га (֊1)"->|Ա> = -----------------ո՝ (II

’л՜’я-ւ՜1 |յ?'(1ո)|• *

Л1(ф(х)=0(1) (2)

/ աացված / արքսքիսի անվերջ դիֆերենցե յի ֆէսնկցտների ինսէեցրալ ներ9 
կալացո, մրէ
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