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Минимальный граф, не являющийся сильно багируемым

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М ДжрАашяном П/У 1971)

В настоящей статье мы придерживаемся терминологии, принятой 
и ('). Под словом .граф* всюду будем понимать обыкновенный граф, 
п<>д раскраской графа—правильную раскраску его вершин. Через \ 
обозначим класс обыкновенных графов, не содержащих треугольни
ков.

Определение. Неориентированный граф, который можно ори
ентировать так, чтобы он стал базисным графом некоторого оргра
фа (графа частичного упорядочения), назовем базируемым (сильно 
базируемым), а соответствующую ориентацию—базирующей (сильно 
базирующей). Е .3

?ис I

В монографии (*) поставлена следующая задача (гл. 9. п. 1, цро- 
блема 3*): в классе \ найти графы с наименьшим числом ребер, ко
торые не являются сильно базируемыми (такие графы назовем не 
сильно базируемыми). \

Можно показать, что имеют место следующие утверждения:
Теорема 1. Если хроматическое число грифа меньше длины 

мини мильного цикла, то граф сильно базируемый.
Теорема 2. Если граф £ (А՜, £/) сильно би шруеиый. то

для произвольной вершины а существует хотя бы одна сильно ба
зирующая ориентация графа такая, что все инцидентные с а ду

ги в орграфе £ « ( А, 6/) исходят из а (заходят в а).
Лемма 1. Четырехугольник может иметь только две су

щественно различных сильно базирующих ориентации (рис. I, слева), 
а в пятиугольнике при любой сильно базирующей ориентации су
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ществуют три ребри, ориентированные. как уха-ина на рис I 
справа

Пусть Л1« граф Мы йельского (см. (») или («), стр 355) ия 
хроматического числе у ■= 4.

> Лемма 2 Гриф Л14 не является сильно би.шруемым
Предположим противное. т. е. что граф Л)4֊ сильно базируемый 

Гогда по теореме 2 существует такая сильно базирующая ориента- 
1ИЯ э. при которой нее дуги, инцидентные вершине а. исходят из
се. По лемме 1 .для той же ориентации на цикле (а|о1а|и(а|) 
гтвуют три ребра. ориентированные, как на рис. 2.

сущ-

Рис 2 Рис 3

При ориентации в ребро и может иметь одн>>нздвух возможных
правлений. Ориентируя ребро и в любом из этих направлений и-

•]вменяй лемм несколько раз. мы сориентируем в«е ребра. нп пп-
ченные при этом ориентации не будут сильно базирующими.

Определение. Пусть множество вершин графа /. (АГ. I') 
(зделено на три не Пересе кающихся подмножества следующим обра- 
)м:

41.
Л՜, ж (х/х^Х & а*х А £/),

АГ,«Х\(Л. ил.)

Тогда граф £' = (вс, А'„ АГ,: (7) (см. рис 3)
азовем двудольным преДс'Тан.тенисм графа Л «(Л՜, / ՛) из вершины и. 

Лемма 3. Если .М £ Л и имеет хроматическое число т(Л()>4.
о при любом двудольном представлении в .И найдется цикл не- 
етной блины, принадлежащей подграфу Л((Х«).

Действительно, в пр.тннноы случае ЛИЛ',) был бы графом КС- 
ига н. следователь но, граф М можно было бы окрасить тремя цве- 
ами.

Теорема 3. Н классе V, графов из Л. обладающих хрывшти- 
еским числом 7 = 4. существует только один (с нижкостью до 



изоморфизма) граф с паи меньшим числом ребер и только один с 
наименьшим числом вершин: оба они изоморфны Л1։.

Доказательство, ЯЯ
Пусть ,М (.V, и)— одни из вершинни (или реберно) минимальных 

граф<>в класса Л..
Так как .4 (X, СП критический, то верно (см. <•)>

а по теореме Брукса

Пусть а.£А* такай, что

ул£ А>(л) > 3

Зх^Л'р(х) > <-

(На.) = тах р(х).

(И

Найдем двуд<мьное представление графа ЛГ(А՜, £/) из вершины </.. 
По лемме 3 в этом представлении существует цикл нечетной дайны, 
принахдеж.нций подграфу М (А,)

Возможны следующие случаи:
I. Длина минимального никла С нечетной длины в подграфе 

Л1 (Л'.) равна пяти. Обозначим С = (а^а^а^).
I) Пусть р(о.) » 5 и = 5.
Очевидно, из любой .е£А'։ может идти нс более двух ребер в Л,, 

а н< пользуя (1). получим. что вершины множеств Л, н Д', соединя
ются десятью ребрами. В графе Л1 (А՛, СП ни одна из вершин мно
жества Л'։ не может иметь степень меньше 4, иначе граф допускал 
бы раскраску тремя инетами. Значит, н графе Л1(.У. £/) €-¥^(а,) =
=4 (։ - 1, 2, 3, 4, 5). Непосредственно проверяется, что существует 
единственный граф с такими свойствами и что он совпадает с -И։.

Итак, построен граф .У, с т = 4. с л(Л(։) - II вершинами и 
т (Л1.) — 20 ребрами.

Простой проверкой убеждаемся, что если в подграфе , У (А\) 
кроме цикла С есть еще хотя бы одна вершина, то л(Л1)>л(.У,| и 
я»(-У) т < Л14к ■ ’ ''

2) Пусть р (а,) ֊ 4.
Можно показать, что в этом случае л(.У)>л(.У,1 и /л(Л1)>л»(Л4Д 
3) Пусть р (о.| >6.
Тогда л (Л!)> 12. а т(Л<)>23.
II. Длина минимального никла нечетной длины в подграфе Л^А՛,) 

равна 7.
В этом случае число вершин в графе М (А՛, (/) нс менее 12, а 

в»ияу замечания, сделанного в (I), число ребер будет не менее 25.
III Длина минимального цикла нечетной хчины в подграфе Л1(Д'։) 

нс меньше 9.
В этом случае число вершин не менее 14, а число ребер не ме

нее 21.
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H<t возможные случаи рМГГМОТрсиы. Этим завершено докала. 
тельспю теоремы*.

Теорема 4. Граф М*—еоинственнь»й не сильно базируемые 
/риф «лшid имеющий наименьшее час ли ребер (вершин)

Доказательство.
Если число ребер (вершин) какого-нибудь графа отличи., 

го от ;М։. будет не больше числа ребер .(вершин) графа Л1։, то до 
теореме 3 будет !</.)< 4 и. следовательно, по теорем? 1 граф Z ока- 
жется сильно базируемым.

Простой проверкой убеждаемся и спраяех1Ямк՝ги слсдуяшцй 
леммы:

.՛! е м м а 4. Если при некоторой ба шрующен ориентации Ч 
графи H^\Y. V) ог)ни из i торон какого-то чаяшрех угольники 
ринаОле • ит орциклу. то <тот четырехугольник ориентировал 
иклически.

Очевидно, граф с наименьшим числим вершин (ребер) и не яиля- 
>щийси базируемым есть '1гтырехнершинны* латный граф. Однако 
мест место

Т еО ре м и 5. Граф Mt-еоинственный не бишруенни гриф 
ласси А, имеющий наи иеньшее число ребер (вершин).

Докажем, что граф .И4 не базируемый. Если бы существовала 
азнруюшая ориентации 4՜ для (рафа .М։, то, так как инне явл«т<я 
илыго базируемым (лемма 2), при ориентации 4՜ и графе .M։> yia< ст-

>вал бы орцикл С. Каков бы ни был примял С. в графе И, .у. 
ествует четырехугольник, имеющий с «тем цшим идее*. общее 
•бро. Применяя несколько раз лемму 4. мм придем к противоречию

Так как знльнаи ба зируемость графа влечет его базяруеы««стъ, 
> остальные утверждения теоремы 5 следуют из теоремы 4.
Вычидепелышй центр Ак«дсм«н наук Арямасжой ССР а

Ерамисжтп госула|<ть*нпот «няверсягек

ч в. кавьиааз.
Я» n.JLq pui<||iuui<|i|nq J|)L|iJiU| ,r»i)

4 шя^ярш^шК ^ря^ЪЬр} ЬрЬр ^р^шря,р{шйр 

4/ ;ч»л»‘Ь“<4вт А

'<■ W/Ь IjupliP 4 1/я^Ляря2к( яр ватаЬат яр^(
•ГЧ^-Н-в Чрш^Р) рш^нш^

t. «И \ -•>•! 4» 4-(нря4.я<яр^ 
ЧГШ^ 4 utjb ^я»)яр^ 4 (Г^рК/я^я» 

’•ч<1"ч ՝Ъ у/тш^Ъ' 1кс^ш9п»9в(твф ( <

IVtac yvv«Mna.ict4H« >wi р^«%лктвтов iirnfxn 41ыж* сто )1’КР«АГ«*
>ремы uYwocMir »м<о ьсрсиии «игг«г« ■ • риЛок («)., •• tri Д<Жа1в1®ЛГТМ Л 

ылок ■■ мвме ииЛуАь источим*»
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Հ, որր րաղիոացվող (ուժեղ p ա ղի и ացվ ող ) չէ և ունի մինիմալ թվով ղաղաթներ 
(անկաիէ կողերի թվից) nt կողեր (անկաի» ղաղաթների թվից)է
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