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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном I/VII 1971)

В работе рассматривается осесимметричная контактная задача 
для полупространства с полусферическим углублением, в которое без 

1 сцепления вдавливается упругая полусфера из другого материала. 
| Решение задачи сводится к квази вполне регулярной бесконечной 
I системе линейных уравнений. Распределение напряжений в упругом 

теле в окрестности сферических полостей исследовалось в работах 
(։“4 и др). Осесимметрическое напряженное состояние сплошной по­
лусферы рассматривается в работе (5).

1. Пусть на плоской поверхности упругой сферы заданы пере­
мещения. На плоской поверхности полупространства напряжения бу­
дем считать отсутствующими. Упругая полусфера, находящаяся в по­
лусферическом углублении полупространства, вдавливается осесиммет­
ричным образом и на поверхности контакта отсутствуют касательные 
напряжения. Задачу будем решать в сферической системе координат 
(р, ?), гДе координата 0 отсчитывается от оси симметрии. Тогда гра­
ничные условия, условия сопряжения и осесимметричного! будут 
иметь вид:

I Ц'։։=^(Р), (/<*> = О = 0<р</? )

(1.1) 
о*” = = 0 /б = —. R < р <ос )

Ц1» = Ц« ои> = ,(»>. -<1>=,։а> = о (р = Я. О<0<4) 0-2) 

1 т<о(₽. 0) = 0 Ц<>(Р։0) = 0 (/=1,2) (1.3)

Здесь и — радиальный и меридиональный компоненты переме­
щения, £7 (р) — произвольная гладкая функция, зн а» нормальные, а 

— касательное напряжения. Величины, относящиеся к полусфере
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отмечены индексом 1, а к полупространству—индексом 2. Переходу 
от координат р и 9 к координатам

5 = cos 0, / = (1.4)

н следуя работе (м) решение уравнений Ляме берем в виде
Ц'> = (I - ;’)'2| V (А^ч1 + ) Рк (5) +

I k Ш

+ J 5«’(т)Г4+ C«O(t) Р , ( (;))sin tx -

о
- (Д'” (-НГ, 4 Я"’(-)\Г։-£М“(т)Р' , , (:))cos/-|</t). (1.5)

Ц/1 _ 3<пе<з-'Щ V (8пД<О*е«/|« + &пВ^е*«։) Р*(5) - 
4-2, «.-• 

I -

— е‘ ||(Д<'‘(:)^1֊в<'Ч-)и”2-֊|О<'»(т)й«0 4-С(б(-)^10|Р ։ (։))8|пК֊

֊(Д<0(т)1Г։ + 5<‘Чт)^։֊[С(0(х)А<«»_Д(/)(х)^0]р (;))х

ХсозН]/(1.6| 
\ 4 /

Здесь ։՛», Д]», №‘\ Д">(֊). 5<0(՜), С(0(т), неизвестные величи­

ны. подлежащие определении։, Р.(;) — полиномы Лежандра Р , (;)- 
— ։ + <*

(1Р
функции конуса, Р (;) =------ -- . (Г, (-, -)—известные величины, со-

г/:
держащие функции конуса, введенные в работе (5) 1, 2, 3, 4).
В формулах (1.5) и (1.6) введены также следующие обозначения:

л _ а . > «.(* + 1)+ЗЛД- 1“ К "У* I “11
т.. (й - 2) + ЗА - 4

. Р< — упругие постоянные Ляме.
2. Вычисляя при помощи выражении (1.5), (1.6) и обычных 

формул напряжения замечаем, что условия (1.3) удовлетворяются 
тождественно. Удовлетворяя условиям (1.1) и (1.2) и вводя новые не­
известные Н{4(1— I,--- 4; А = 2, 4,•••) следующими соотношениями

(» _ ,)Л,„+т.*(*+2)+*Ч-2*֊1 „„ = 2П1.
т,(А + 3) + А+5 1 Р4(0)

- (А + 2)Д</> - ----- 1) ~t֊ 3^*-----2 g(21 _ —.
/п„(А-2) 4֊ ЗА ֊4 * /4(0)

Н,, А (А ֊ 1) Д'» ֊ И։1 (A -J- 1) <*+ ')<^ -г 2) + ДИ (А* - А-----3) .
/л, (А 4-3) 4՜ А5 *
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— (Л 4- 1) (A 4- 2) АФ- к ”*<**-*+ 1)4-*(3*4-1) д<2| = М՜*1 
">։(*֊ 2) 4՜ ЗА —4 * Pt(0)'

«и ^‘>+8,»^*“+ J։։ А™ + 8И В™ - Н<*>
РЙО)'

(2 1)

где Ри- ’ мь< после некоторых преобразований выразим через 

коэффициенты /У[‘> также и неизвестные функции Д<>». В11>, С(», О<п, 

и =1,2)

л(/)(0 = (2 - 7PV/U (■) + МРЛ (0; в<1՝(-.) « (2 - 7) Д$Р£г(*) + А‘4’// (’);

(2.2)
CRT) = (2-7) 4- *"7/(0: D(/)(՜) = (2֊7)Л»’6?(О 4-^7/(х).

(2.3)
Здесь для простоты принято

U(?) = — U9 — const

н использованы следующие обозначения:

йм = ио r.f^ + l.'Xp’, to)՜’. 
\ 4 / *<<s

U/i+ifr 0 = Е UZ1+/- W' + (- I)1 (1 -?*) IV',+(

A</»(0 =

u^6(֊. 0 = 2 (<•= 1. 2)

Wl։0= UZ,(O, ,)[Р ,+и(0)]->(/•= 1. 2. 5. 6),

w;,o= М7Д0. 0«|+lt(0)| 0 = 3.4, 7, 8)

(֊ 1)'+ * W'v-I. о, о, 0-14֊ 2 ֊ j, U - 1 )Л’’>

(- 1 )'+1 о. ֊ W'v-1.0. (1 - 7)Ai”. (/ - 1 )Г»։‘ 4-/֊2

UZ4/-J. о. ֊ о. (- 1)' g^_2, (֊ 1)' AV?-»

V./-։,o. U''v_J,o. (-1)'AV?_։, (-1)'+Ig7>

(< = 1, 2)

(2.4)

(25)

а Ду’Др, (—1, 2, 3, 4; (j I. 2) являются отношениями соответствующих 
алгебраических дополнений к определителям (2.5)
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, , (0) = а,2'Л1 ։
’ 4 И ֊ ,

(Р4֊ 1)=.и

т. (р։ 4֊ ?Р 2) 4֊ Зр՛ + 2р 4- 3 
р (т։ 4֊ 3) — 2 (т։ 4֊ 2)

Н‘‘>,

где
-«•—ЦггГ’ ‘1” = ( > + 7֊ т.) л՛.”- ֊5֊ 

К V* -4- V \ 4 / 2

^֊(֊-п, + I я-(^ + ֊)( 1+֊-и.)- <։.е>

Через коэффициенты Нр выражаются также постоянные а</* (у = 1, 2)

а</)=ат+ V £а<‘)//<0 (2.7)
р-2.4.«-/-1 

где
«У’ = I«/ (- Си’՛) -12/ (№ой^ - Ёк,3)); £о = 4/7’1 + 1

(0>= гп7<1и/ и“ + Ь» 2/’ +
Я— 4* / Р+,

+ Рп։2’(„+ь)./2п + ?л֊(^?)-/2м>

₽։ = (Р Ь П։. ?г = Р
т2 (р* ֊ 2р 2) 4֊ Зр* ; ՝2р 4֊3 

р{тг 4֊ 3) — 2 (т2 4֊ 2)
I

(/=!,... 4; 7 = 1, 2) (2.8)

2/«(։, 4 = !,•••, 4) определяются как отношения соответствующего 
алгебраического дополнения к определителю системы (2.1), аналогично 
как и 10 для определителя

1 + , ֊ х<»_, - г<п _ ։
’ » 0 ։ » (2.9)

рв Ни А’;», ֊ _ р I + ё0 Н»+ Ни ..» - 2- о _ ,

Причем здесь

I

>и,е) 

Г(-)
(2.10)
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+ (֊

‘ |^дй» - л^’ । и(-) (2.11)

Т(.?/ = п / (х1?, + ֊ 72.1 /<о - гц\) (/,7=1, 2) {2 ! 2)

Где обозначено:

1 I

(;)Р.(;)^: Сг/^. =)Р*(;)^ 0=1, 2)

И (2.13)

Наконец для определения неизвестных Н^> получим следующую со­
вокупность бесконечных систем линейных уравнений

"1° = <По + 2 (9. 1 = (2.14)
р-2 4. «-1

Свободные члены этой совокупности определяются из соотношений

Р>(0)(2* + 1)

Ъ*+ 1)
и = 1. 2),_3.

Р.(0)(2А+1)а^ = ^։>-Ч1,21п. -а.о,2‘;.’_»

Рл (0) (2Л + 1) 4»(*4'о = и” + ’• 1 Л'1П 1 + 4й <2-15)

Где введены обозначения:

(2.16)
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1

Л’1 > = А (А + 1) Л\ >; II </. д — (I **) Ч\ (*» *) (՝)

о

(<7 = 7, 8)

(2.17)
Коэффициенты системы определяются выражениями:

, I (?) -Г г„ (/» и;> ,+ 
1 •р 1

+ /*.)| ч’р. «I + Л“- +

«£/’= {л?-»+ ₽> 2« (/,)Ла)-(„ Ь) +

₽,(/*)-/<?> о -------------:------------ Р’(О), А (к + 1) Р„ (0) '՝

а'3 «> = —
*• р ‘‘V . г » + «п (Р) (Р) а +

* л • 1 ' Р 1

- ։1։ (р) а» <р) 7^р , + р, (Р) 2,։ (Р) 2.^_ (р+,} +

а,*Г‘ = к?*;11- +в^-м\։ -ггп(р)<2.։(^л'<՛) , + 

1 ' 1 ' 2 *Р 2

+ \Лр)^ЛР)^о , +?։(Р)Х’;> ,в+412?։(Р) +

+ (А. р = 2. 4.---) (218)

Таким образом решение поставленной задачи свелось к решению со­
вокупности бесконечных систем линейных уравнении (2.14).

3. Используя неравенство (՝)

(0) ։/2

Р֊.+Л<°)

а также значение интеграла

(3.1)

рт: 
созес — 

2
2 а’-А’

—֊1 -£--1
(Ь1-а2 )(0<Кен<4)

(3.2)
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после некоторых вычислений для коэффициентов и։‘^ а"՝ можно по 
лучить следующие оценки (при А>ЛЧ

«40 ~ 0
"р" ’•3՛4

! ։ (7=1, -4)

Д(р+1) 24+Г п₽и/=2

т. е. свободные члены систем пгг> о......стремящихся к бесконечности стремятсяТнч " ДЛ” ""Лексов 
лен коэффициентов систем имеет место оценка ’’ 3 ЛЛ" “°ДУ*

Л-Л ք 2
аи <п 

•р
со при 4 = 2, 4,- • ■

— в при k = .V+2, jV-i-4, ..
(3.3)

Таким образом системы (2.14) оказываются квазн-вполне регулярны- 
ми и решение совокупности систем можно найти метолом последова­
тельных приближений.

Институт экономики и организации сельсkoi-> voihiktbj 
МСХ Армянск II ССР

Յա. II. ՆՇԱՆ31ԼՆ
Ршг|Ш1}г |tu| կ|ւишКшrpnipjiuli աււանց 1ւսսիմնտրիկ խաոբ խնղրի մասին

Աշխատանքում դիտարկված ( կիսասֆերիկ փորվածքով կիսատարածու- 
թյան համար աոանցրասիմետրիկ կոնտակտային մի խնդիր. երր փորված­
քում տեղավորված ուրիշ նյութից պատրաստված կիսասֆերան մղվում է կի- 
սատաոածոէթյաՆ մեքէ

(. V * ^ղաՓ.խ.<հ^ն1.„.

1..կ ւ կի^ս.^-ք^ էր- /■“>"«“-'ձն, ,Հ4ՀԿր* -,--

‘’աՆր' „ . . ւա,1,ն հավասարումների անվերք սիս-

Յոլյց է տրվում, որ ստացվա դ )Ի անդայներր սահմա-
սւեմներր կվաղիյիովին ոեդուլյար ւ Ր է I
^,Հ ս լ Հ„„..ք լն ^,Ւ. ‘1"-յ <

Л И Т Е Р A T У Р А ֊ Ր 1Ո| Ո Ւ * 3 11 Ь 11

jg55 3 2 Г Г Чанкеетадзе.
' Wangl S..J.Appl. Meeh (Trans^7. № 3/57 > В И

Труды Груз, политехнического ин-та. ,пя|1СПОпта. 1958. в 2 4 Си^н*՝ ••• •
Ученые .апкекн Белорусского ин-та ж/д трякп Р сср ։Ме„ник.». XXI11.
•XPPI Meeh. V. 21. 1954. № 1. * Ншаня*. Известия АГ
■Ч 5. 1970 г.
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