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В 1939 году Д. Е. Меньшовым была доказана следующая теоре
ма о представлении измеримых функций тригонометрическими ряда- 
мн (').

Теорема 1 (Д. Е. Меньшов). Для любой почти везде конеч
ной измеримой функции /(х), определенной ни | — «. -|. существу
ет тригонометрический ряд

2

9*
4- У at cos kx 4- ծ* sin kx,

Jk-I
(1)

который сходится к /(х) почти всюду на | —"|.
! В дальнейшем А. А. Талаляном была доказана теорема (см. (’), 
теорему 1), являющаяся усилением теоремы I.
I Она формулируется следующих։ образом.

Теорема II (А. А. Талалян). Существует тригонометри
ческий ряд (1), обладающий тем свойством, что для любой изме
римой функции /(л), конечной почти всюду на сегменте | -, г]
или равной 4֊ оо или — оо на множестве положительной меры, 
из ряда (1) можно выделить подряд

V <j„ cosfltx 4՜ ծ4|տ1ո«4*. ՕՀՀ <л։ < • • , 
*- I

который сходится к /(л) почти всюду ни том множестве, где 
/(л) конечна и сходится к /(л) по мере на том множестве, где 
/(л) равна 4՜ 00 или — со.

1 Заметим, что в доказательстве теоремы II существенно исполь
зована одна лемма Д. Е. Меньшова о свойствах интеграла Дирихле* 
(см. (’). лемму 2), которая играет важную роль при доказательстве 
теоремы I. Однако теорема II, в отличие от теоремы I, доказывается 
без использования принципа локализации Римана для общих тригоно
метрических рядов и конструкции Д. Е. Меньшова построения нуль- 
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рядов. Это обстоятельство позволяет, используя метод доказательств 
ва теоремы II, доказать следующую теорему о представлении нэмерн 
мых функций интегралами Фурье.

Теорема 1. Для любой почти ле ide конечной измеримой функ
ции F(x). определенной ни [0, oot, существует непрерывная на 
|0, оо) функция R (/) такая, что

__  1
11m | 2_ j? (Л cosxtdt =• F(x) (2)

О 
՛» !

почти для всех х, Jt£|O. оо), причем

lim£(/) = 0 (3)

// ’ 'Я

V£՝sp (р€|0. °0))- (4)
о

*•‘.1 ■
Заметим, что анаюгнчная теорема при более слабой сходимости 

(сходимость по мере) интегралов (2) и без требования выполнения 
(4) была доказана (•), где вместо ядра cosxt рассмотрены более 
общие ядра.

Согласно теореме I, оказывается, что при помощи сравнитель
но узкого класса функций £(Л, удовлетворяющих условиям (3) и (4), 
косинус-интеграламн Фурье представляются все конечные измеримые 
функции, определенные на |0, зо). В связи с этим представляет инте
рес следующая задача.

Пусть ? (р) неубывающая функция, заданная на [0, <»), и через 
В, обозначен класс непрерывных функции g(t}, удовлетворяющих (3) 
и условию

> f i
V Н = О(? (?)) при ? — оо и

Для каких функций ?(р) можно утверждать, что является классом 
представления конечных функций в смысле (2)?

Теорема 1 означает, что можно взять т (р) = р.
Используя конструкцию построения универсального тригономет

рического ряда (см. (*)), устанавливается существование функции 
$(?), ? (р) = О при р-*оо, для которой /?„ все же является классом 
представления (в указанном выше смысле) для всех конечных изме
римых функций. . . • , ■

Кроме тоге-,--легко-покмать, что нельзя взять ®(р) = О(1) при 
р-.оо. Однако нам не удалось найти окончательных оценок для ®(р).

В доказательстве теоремы 1 существенно используется одна лем
ма Д. Е. Меньшова’ о свойствах интеграла Дирихле (см. (։), лем
му 1)
И'
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Лемма I (Д Е. Меньшов). Пусть |с, </] любой отрезок, г и
^>8 произвольные натуральные числа и

с, = с+ а, = с. — «

Тогда
(5 = 0, 1. г).

где Т—абсолютная константа*.
Исходя из этой леммы и применяя методы работы (’), доказыва

ются сформулированные ниже леммы 1 и 2, при помощи которых ус
танавливается теорема 1.

Лемма 1. Для любых положительных кисел А и г <1 мож
но определить о>0 такое, что какова бы ни была измеримая 
функция /(х),

/(х)=0, ггри х^Е, £а|0, А|
и

х£Е

и каковы бы ни были положительные числа а, •, В и г։, существу
ют измеримое множество R, отрезок |</, $| и измеримая функция 
8(х), х£|<7. 5], для которых выполняются следующие условия:

а) #(х) непрерывна на \д, $| и £(<?) = £ (5) ~ 0.

|£(х)|<* (х£ \р, 5));

ДсЕ. р/?>р£ —«:

(1)со$ х КП — /(х) <’< (-<€£):

(1)

о)

-о- Р
| — I к (I) со$хКИ <в (х£Д, р€|<7. 5|):

Л

я + УжвР (р61?. 51)- 
1 V

Лемма 2. Пусть Д 1 некоторое чмло9 о ] (х) почти везде 
конечная на [0, Д| измеримая функция, равная нулю вне некото
рого множества £<г|0, Д|. Тогда для любых положительных чи- 
■сел 2, 1, В и i<^ \ существуют измеримые множества Р и

9 р нс обязан быть целым- 
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резок |<7, $| и измеримая функция £(х), х^[^, $|, которые удов
летворяют условиям:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

$>?>’. £(•*) непрерывна на [?, $| и £(<?) — £ (з) = О, 

|£(*)|<г (*€ к. «|>:

Рс.Е, рР>р£ — 5, 

рс[О, Л|-£, р֊0>Н<|0. А]--£|-5.
յ

հ

ё (է) СО6 .Հէ(1է — / (X) <0 (*Հք>).

ё (ք)շօտ х/մ/ <'‘ (*€<?. Р61-7. 5|),

Բ + V ё <ар (р(Н<7< Տ])- 
հ

В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну за 
постановку задачи и оказанную помощь при ее решении.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Ս. ԴԱՎԹՅԱՆ

Ներկտ աշխ ատ աՆրու մ ասլ ա ցուցվում Լ հետևյալ խեորեմր.

Թեորեմ, |0, օօ)-ում որոշված ցանկացած նամարյա ամենուրեք 
վերջավոր չափելի Р (х) ֆունկցիայի ճաւքար ցոյու թյուն ունի [0, օօ)-ււււ£՜ 
որոշված (/) աննդհաա ֆունկցիա այնւցիսի1'ւ, пр

Пт 
А- -

-2- I ё (0 Շ0ՏՀէ(1է ~ Г(х) 

[0, օօ)-|ւն պա ականոց համարյա րււ|որ Х-երի ճամար, ընդ որում*

Нш^(0 = 0, և (К խ. «О),
и
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