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1. Пусть П<я» //-мерное пространство Понтрягина (х), еи, е։,---, 
<?я .| —базис П(։п), V— оператор сдннга этого базиса: V?» = е +1, к = 
= 0,1, •••, //—2), изометрический по отношению к индефинитной мет
рике (х, у) пространства П<я). При этом матрица Грама базиса 

-является тёплнцевой эрмитовой:

*

(е/, еу) = о_А /, / = 0, I,- -, л - 1 (’).
Введем обозначения (при 4 = 0, I,---. л — 1):ДХ = |с/-4*  0 

»(Д_1=1); алгебраическое дополнение (минор) соот
ветствующего элемента определителя Дп_։, их,---, С,-|) =
= Ак0и9 + Лъи։ + • • 4- Д*.  я֊։«я֊г. <**(>)  = (1к (1. /,- • •, X"՜1) (так как 
Дя_1^0, то (X) = 0). Обозначим также

В (*) установлено следующее
Предложение. Расширение и изометрического оператора И 

сдвига является унитарным оператором тогда и только тогда, 
когда £/£„_) = а0£0-|--Ь ••• 4-։я-1 £л-ь числа а0, ®я-1
являются решением системы

в которой ' удовлетворяет уравнению Дя(ч, -.) — 0, опреоеляющему 
на плоскости С։ при Дл-г^О—окружность, при Дя֊2 = 0—прямую

.линию. При этом
ад (’) = Д“^|//»(С, Ся-1,։ ’֊, сг, сх). (2)

193



Применяя детерминантное тождество Сильвестра (*)  к опреде
лителю (1) и его минору .Ио* (порядка п — 1) и полагая Д(1я = 0_ 
а„(С) = —1, получаем (при 4 = 0, !,•••, л)

• Если /(> ) = ат ).т 4- ... -1֊ аг >. 4- то по определению /♦ р,)( =
= А0л'"4-аг)."֊»4------ 4-ат.

Л*оД я (», *)՛=  — (««-*(*)  %(*)  а*<С)|».  (3)

откуда при 4 = 0 и » = Э вытекает (см>. также (*))

Г)-4-1(1-МОД- (4)

При А,_։ = 0 имеем 34,(4) -const, |%(С)| = 1, откуда и следует, 
что уравнение Д„ 0 — 0 определяет (при Дя_2 = 0) прямую линию 
(ср (։)).

Расширения U оператора I/, определенные равенством иея-\ = 
= «о(՝к»+«1(՝)^։т •• • 4֊ал_1(С)«я-ь будем обозначать через U;, оговари
вая там. где это необходимо, их унитарность (при Дл(С, С) =0). Заме
тим, что при Ая 2=0 унитарные операторы Ut обладают любопытным 
свойством: если операторы U-^ (*  = 1, л։) унитарны и С# =

= (՝։+••• +*w><n՜ 1, то оператор rn-'(U-„ 4*  • • • 4- U: ) = U-^ также 

унитарен, что приводит к равенству

т (U„ 4֊ • • • 4- U-. )-' = /п֊1 (Ur' 4---------h Ur').

2. Обозначим (при 4=1, 2,•••, п; cn = Z)

|5)>

Характеристический многочлен оператор» СЛ имеет вид

•>:(,-) = >."- ал.,(;) >."֊» »։ (0 >• ֊ «о О =

= ^;21дл(>) = |С(л) —; Я(>>|, где С(Х) = дЛ֊,.* 0(х)՜,

՛-— сл. В(>) = А’л| (/)*  (что легко проверить при помощи тождества։ 

Ац = Ап 1 п-1-1, справедливого для эрмитовых матриц, симметричных
относительно побочной диагонали).

Все дальнейшие предложения о собственных числах операторов 
и-, являются также предложениями о нулях многочленов, ортогональ
ных относительно последовательности с0, сп (см. (4|5)),. причем։ 
обычное ограничение А*  ¥= 0 (4 = 0, п — 2) нами не налагается
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Применяя к определению ДЛ(>) и его минору = детер- 
шннантнос тождество Сильвестра, получаем*

* Доказательство тождества (6), приведенное в (4). в случае Дх 0 должна
•быть дополнено сообриженнямм непрерышюстк.

Ал—2 Дл ('•) = Д«- ։ рДЛ-| (0 — (сл) Дл—। (')|- (6)

Из (3) следует

(ь. '0=^1 к<м + (м|. <7>
Заметим, что (6) можно получить из (7), и обратно.
3. Кик и в (•). введем вектор Л,, ортогональный к подпространст

ву (X) =>( V-X/)Оу, где -Ои=л.о. |г|  При нормировке 
■(Ак, е0) = 1 имеем

*

Ах = Д-2, |4>(Х).е0 + <Л(')е։ -։-••• +й։-|р)е(,-1|.

(Ах, Аи) = - Д՜], Ч (՜, р), (Ам Ах) = - 'Г (", X),

где через V (К, р) обозначен определитель (впервые, по-видимому, 
'.рассматривавшийся Кронекером (’), см. также (8՜10))

(8)

Так как Дл_|=£0, то 4՜ ()0, Х)0'О ни при каком Из тождест
ва Л/ = Ля_|_/. п-1-1 следует (см. также (10)).

Чг и-Ь) = (Хн)։-я'Чг(р, X). (9)

Имеет место
Лемма 1. Если иг унитарный оператор и и.г, — > г. (л»=#=0), 

апо гк = йх-(Х*  = Х~։>.
Поскольку 4Л_։ (X՜1 ) = )!’-" Я(Х), то справедлива
Л е м м а 2. Вектор принадлежит О\ тогда и только тогда, 

.когда Д‘_։ (\>) = В(М = 0.
Следствие 1. Ни один из корней многочлена А*_ ։ (X) не мо

жет быть собственным числом оператора и֊..
Таким образом, многочлены Дл(Х)и А’_։ (X) взаимно просты (при 

Дл-1 ¥=’0)*.
Введем теперь дробно-рациональную функцию

5(Х)

•она не имеет устранимых особых точек и не может иметь более 
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n— 1 полюсов. Имеет место
Теорема 1. Число принадлежит з (СА.) {спектру U-.) тог

да и только тогоа, когда В(»^} 0 и ч = U'»)-
Многочлены А„(/.) и Д»_| (>.) имеют общие корни тогда н только 

тогда, когда Ая (0) = О (а0(с,) = 0); при этом Л,_2^0 и А, (/) = 
=АДА..։4.-,(М.

4. Пусть ;я_|, Т|о_| соответствующие координаты векторов х, у в 
базисе еа. et, ea.t. Тогда

{U-x, U,y) — (х. у) = — Д;2։ т(,_։ A„(Z, v).

Если х = zK, у = z^, Uz. =- / г., U, z,. = рг.„ то

(1 — * H)(zk, г») = А;2,

• а) следуе! ташке из (7) и следствия I.

гя-Гй-1 Дп G, *). (И)-

При / = формула (11) переходит в формулу (4) из (։) (см. так
же (*)).  Из (И) вытекает

Теорема 2. а) Если '0£з((Л), то ») = 0։.

61 Если ^(10(6/:), о ((/,)« (г^ £,,.) = О, то ДЯ(С, у) = о.
Иза) следует (при ч = *)  вторая часть теоремы 2 из (։).
Из теоремы 2 заключаем, что Ая [' (>.), С(/֊*)|  аО, откуда полу

чаем:
Ми>Ь й>Л = -Л<.-»«о1^)11ЧН֊и^)|. По

следствие 2. Оператор и-^ унитарен тогда и только 
тогда, когда С (/,) = С (/^).

Из (11) и (12) выводим:

ДГ |(/И-1)Ч-(И, >)•= Л(/.)Я(р)Дп[Ц>), ЦИ)|,

(1 -'Р)Ч’('. 10 = «о

Так как з0 Щ/ )| Л*_,  (/) = 'А,-։ (/), то

(' — р) Г (/-», яй"՜1 = — В{') 5(р) |С(>.) — С (н)]
I

Обозначим ՝Г (>-•, н)ля-: = Ф(/., j*),  тогда

(л-1։)Ф(,, у) = -В(/.)В(р)|С(»)-С(|*)|

(13)-

(14)

(15).

(15')

Следствие 3. Оператор унитарен тогда- и только 
тогоа, когда выполняется (при В{1^)^0) хотя бы одно из ра
венств:

а) Н = 1 <'о= О’ б) =° 'о) = 0).

Из (15') можно получить С'(/.) = —Я֊2(>) Ф (/., >.), в силу чего՛ 
Фр֊’, /) 0 (Ч’(/. /) - 0) на единичной окружности (см. также (")).
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Заменив в (15) ч(/| на С(/)В *(*֊),  получаем (ср. с (•))

(, -И)Ф(л, ,1) = _ Д,_||> (/)Я(р) - (։.)Я(О|, (16)

откуда, в частности, вновь можно получить следствие I. 
Полагая я (16) р = /0, С = ’(>0), находим

?-.(».) (М =—\՜^ £ ։(*о)  Ф(хв. н) (17)

Следствие 4. Число '0 (В(/о) ^0) является кратным 
нем многочлена «,։1 (>) тогда и только тогда, когда

кор-

Ф (>в. м = О«Лд<։) = 0).

Следствие 5. Существует не более 2п — 2 значений >■ (зна
чений (.), которые могут быть кратными корнями многочленов 
э(>.)(при которых многочлены >;(/) имеют кратные корни).

5. Алгебраическую кривую, определяемую уравнением V (>,/.) = 
= 0, обозначим Ло (если матрица кг-ЯС.՜»^ дефинитна, то £0 является 
пустым множеством!. Из (9) следует, что Ао симметрична относитель
но единичной окружности. Перефразируя следствие 3, получаем, что 
геометрическим местом собственных чисел унитарных операторов и. 
является объединение единичной окружности и линии £0 за вычетом 
(возможно лежащих на них) корней многочлена В(/).

Лемма 3. Если Дя_г^=0 (« Ая.| ^0), то среди корней много
члена В{>) нет симметричных относительно единичной окружно
сти, в том числе на [ней лежащих, и нет корней, лежащих на 
линии Ао. Если же Дя_» = 0, то множество (ненулевых) корней 
многочлена В{>) симметрично относительно единичной окружно
сти, и все они лежат на ее объединении с линией

Случай х —1 («֊л— 1) выделяется своей простотой: имеет место 
Лемма 4. Если » = 1 (ж = л — 1), В(/, = 01 (* 0 *0) и Д„ : — О, 

то АЯ-։ЧГ (>„ л0) >0 (<0), т. е. >оС^о-
6. Дадим следующие определения (ср. с (“)): унитарный опера

тор О в пространстве П, называется эллиптическим (параболическим, 
гиперболическим), если он имеет ж-мерное положительное инвариант
ное подпространство (если з(6/) целиком лежит на единичной окруж
ности, но (У не является эллиптическим; если и не является ни эл
липтическим, ни параболическим оператором)

Можно привести (при п > 2) примеры операторов V, не допус
кающих эллиптических (эллиптических и параболических) расширений 
и.. Что касается гиперболических расширений, то имеет место (для 
х = 1 доказанная в (“)).

Теорема 3. Изометрический оператор V сдвига в простран
стве П՝։"> всегоа допускает гиперболические расширения и՛. .Имо- 
жество соответствующих открыто на линии, определяемой урав
нением А« (С, ^) — 0. Граничные точки этого множества соот
ветствуют параболическим И-.
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Доказательство этой теоремы приведено в (’Ղ Иное доказатель-
ство можно получить рассуждением от противного: если при р|^>1 
будет 4'(7, /)>0«0), то при |/| = 1 будет ’Г (7, /.)>0«0). Ио 
тогда собственные векторы унитарного оператора с простым спек
тром» лежащим на единичной окружности, образуют ортогональный 
базис, состоящий только из положительных или только из отрицатель
ных векторов (см. следствия 4, 5), что приводит к положительности 
или отрицатель пости формы (л, у).

В заключение заметим, что из формулы (11) и теоремы 2 следу
ет. что число корней многочлена ф:(>), лежащих вне единичного 
круга постоянно для всех С, удовлетворяющих неравенству 

>)>0 (<0), откуда немедленно вытекает теорема 2 из (*).
Автор пользуется случаем выразить глубокую благодарность 

II. С. Иохнидову за руководство и постоянное внимание к работе.
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Տ. Ь. ԼԱՆԴԷՐ
Պսնտրյաղինի I Г՜’ տարածության ԺԼշ տեղաշարժի օպերատորի իզոմետրիկ 

|այ նացոէմնԼ гр

Ուսոլմնասիրվում են Պոնտրյագինի ||1Դ1 վերհաւէոր չափանի տարածու
թյան մեջ I իզոմետրիկ օպերատորի լայնացոլմներր է Ստացված են ա յգպիսի 
յա յնա ցումն երի ո ւն ի տ ա ր ո լթ յ ան նոր »ա յտանիշներւ Ապացուցվում է, որ 
ցանկացած ք-ի Համար 1 X <' Ո, այգպիսի օպերատորն ունի հիպերբոլիկ 
լայնացումներ։ Միաժամանակ ստացված են օր[/որլոնալ բազման րյամների վե
րաբերյալ մի շարր թեորեմների Նոր ապացույցներ ( Հ ա մ ա Աք ա տ ա ս իւ ան ւէաւո- 
րի$Ւ գլխավոր մինորների վրա աոանց սահմանափակումներ գնելու)։
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