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Вдавливание двух штампов в полуплоскость с круговым отверстием

(Представлено чл.-корр. АН Лрмянско! ССР О М Сапонлжяном 3/V 1971)

Рассматривается задача о вдавливании двух симметрично распо
ложении՝- штампов в упругую полуплоскость с круговым отверстием 
под действием нормальных сил величины Р. Трение между штампа
ми и полуплоскостью отсутствует. Внешняя граница полуплоскости 
вне штампов, а также контур отверстия для простоты считается сво
бодным от внешних нагрузок.

м
Рис. I

Задача решается в биполярной системе координат методом 
Фурье. Известно (’), что плоская задача теории упругости н биполяр
ных координатах сводится к решению дифференциального уравнения —

4+2—-— + —-2—+2—+1 w-o, (1) 
Л* О1'ф (ф eta* Ժթ

где ag ■= ch а — cos ? — масштаб преобразования, а параметр, а 
Ф(«, ?) —функция напряжения.
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В силу симметрии задачу решаем .ия полонимы основной "Олас
ти (3>0). требуя при этом выполнение условии симметрии:

? — V -- 0 при р = 0, п

Для рассматриваемой задачи граничные условия имеют ни i

3) = -«ДО. 3) = (а,. ?) = 0, (0<?<я) 

"(0. ?)=/,(?). <3»

(0. ?) = Л (?). (О < '1 < ?,<?<*)

Решение уравнения (I) ищем в виде (’)

^Ф(з, 3)^4sha Hch ։- V *» (a)cos <г 3, (4)
>-i

где функции ՛>»(«) определяются соотношениями:

ft(®) f*sh*(։« i)sh(jj i) >G«Sh*(xi ։)sh»

-֊ F» sh к i sh (։։ -- a) — Ht sh к ։ sh ։. к > 2 (.5)

ф։ (?) £։ sh 2։ G| ch 2» + F,։ + Hx.

Удовлетворяя граничным условиям, получаем ряд соотношений 
[для определения коэффициентов Фурье. Рассматривая эти соотн* че- 
иня как интегральные уравнения Вольтера и решая их с), полк чаем 
следующие тройные тригонометрические ряды-уравнения по кок вну
кам:

V г. cos = С cos .3 РЛ(», (0<₽<
■ 1

v2±(l-5fs)c<MJl? K.cos? rsln?+F։(₽). (>,<?<),) 
Г, *

(6)

V r*co»*? = F(3). 
t- I

где F(?) и F։(3) ныражак.тея через граничные функции/И.З) (/«= I. 2) 
соотношениями

A(S) „ _ /И» _ ?-/.,)<> г
I-cos? J (1 - cosxB

u
(0<?<M
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F(?) = MP)
1 cos ft

Г sin л՛ cos ft 4֊ (1 cos л) sin ft
.) (I -cosx)։
I

/.(xlJ.r,

(?,<?< «)

M?) =
2? (' 4

Z 4֊ 2p
Л (x)dx

1 -- COSA'
/1 (?) ՛ (?,<?<?,)

а остальные постоянные определяются по формулам:

й»ф*(0) = Г», (k = 2.3......... )

о
(А=- 1) f = --=-(! — ЛЬ) У., (Л = 2, 3......... )

•' * т
________ ֊ 2t:sli=J, -*sh l + __________  
sh 2k 4֊ k sh 2z, — 2k2sir a, — k sh ։t — 1 + e՜2*'՝

Тронные уравнения типа (6) были рассмотрены в работе (’), где 
система сводится к интегральному уравнению первого рода, а послед
нее решается методом М. Г. Крейна. Здесь мы нашли удобным ре
шить тройные уравнения (6) применяя результаты, полученные Л. II. 
Чибрнковон (*). После определения К» старые неизвестные будем оп
ределять по формулам: ' ՝ *

Л?г — 1 й’ — 1а. = - ------- --  ГЛ (1 - М» ) 5Ь Ь,; Г» = - —2֊ (1 - ЛЬ )вЬ

Е. = Н, - 0; ±k -- sh А’։։ ch k z։ 4֊ k sh a։ ch a։

•M0)-C։= У,:

(Г. rjsinftj —V(1 Л1,)Л 1 r*sinAft։

1 cosft.

). 4 2p ’

Для решения тройных уравнений (6) введем обозначение

й (ft) = V Г. cos k ft, (ft, < ft < ft.) (10)

тогда из (6) и (10) получим
й 11 I

֊■- К» = | F (х) 4 С cos л j cos kxdx + j 5 (х) cos kxclx 4-
<J 3,
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соъкх(1х. (11)

Подставляя значение во второе уравнение (6) для определения 
функции Л (л) получаем следующее интегральное уравнение:

|\/Г11П 1 > к* м со$Ллсо$« .
Т Л1X14։|^։|„]^г - 4ы - ■՝՛—— -"

Л 2 2.-1

+ ^СРь (?»<?<?.) (12)

где /^(Р) известная функция

^՝։«Р) = V । Н>с°«Р >'8(пр + Л։(р)|— I Г(х)$0(?, х)с/х

С

</

х) <1х | СО5Х$0(Р, х)</Х. (13)

1рннимая Л (—л՜) -А(х) уравнение (12) можно представить в виде

I Л(д-)с(к 
£

֊ ? '3дх 4Л; (» | Л (-V) х, (•). х) (1Х.
(И)

де I. совокупность отрезков —г — Р>] •’ |?1. 3։1. а 5,(р, л՜) оп
ределяется формулой:

5з(Р, .г) = 2 V И» со$ Ах $|П (15)

Известно (4), что решение интегрального уравнения

р(*)с’1? — <Л = С(х) (16)

имеет вид

т (л) = ֊ А.И1 Г£121 С)Р —5а- ■'՝ х (х) $1п х.
4Н .)Х(г) 2

I

(17)

где
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Пользуясь решением (17) сингулярное интегральное уравнение (И)
можно представить в виде

Л(л) -х
£

4Л\(3) - |Л(.’)$а(р, г)(/г С1о
2 Л'(?)

г А' ( Л-) Я П Л-. (18)

Здесь коэффициент В1 определяется через силу Р, приложен
ную на штамп.

Введя новую (ограниченную) неизвестную функцию //(д)

Н(х) Л(х)Л’-Чх)

интегральное уравнение можно представить в окончательном виде

К(х. г)Н(:)с1г к (х), (л££)

где введены обозначения:

Л' (.V. г) — V М V ( г ) соб кг 1 м"֊' с1р '-------  </ ₽,
Г, Л*(3) 2

. . в1 . 1
£ ‘л> ֊ ~ *1П л֊ - Т: | “У (ЗГ С’ё ~2~ 1 

I

(19)

(20)

Нетрудно видеть, что ядро (20) является непрерывной функцией 
своих аргументов, поэтому уравнение (19) будет уравнением Фред
гольма второго рода. Так как Л/* = 0(А-'е -'*••)» то заменяя ядро вырож
денным, с любой наперед заданной точностью (ограничиваясь не
большим числом первых членов) можно элементарным путем полу
чить эффективное решение уравнения (19). Пользуясь тем, что ядро 
К(х, г) имеет вид (20), интегральное уравнение (19) можно привес
ти также к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений, 
сумма коэффициентов которой н силу (8) будет стремиться к нулю, 
т. е. эта система будет квази —вполне регулярной.
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После определения функции Л(х) неизвестное контактное напря
жение з,(0, ЭД будем определять по формуле:

»

а з, (О. ЭД = - (1 - cos ЭД Л (ЭД 4- sin ? | Л (у) rfy

:) ft СО </: + /, О-?,-sin ЭД А, (21)
и

где постоянные А и В ныражяются через коэффициенты К* следую
щим образом:

, к- 1 ~ cos ft? v n х? sin ft?
A = ' -------- —------- n = >------ ------- I ,.

Л * П k

Отметим, что эти постоянные связаны с силой Р и моментом А), 
действующими на штамп или же с величинами осадки '> и угла пово
рота 7 штампов. Связь между Р. .И. 6, 7 можно получить из уравне
ний равновесия штампов, используя при этом соотношение (21).

Ереванским п >л и технический циститу г 
им. К. .Маркса

1Г. Ա. Ա114'11ԱՆԴՐ31Լ1.

երկու miuiiմս|նԼւփ lifiMiiifp կլոր անցքով կխւա1ւարputpjuiG վրա

Դիտ արկվոսէ է երկու սիմ Լուրիկ դասավորված շտ ամ պնե րի ճնշման խնդի- 
րը՝ շրջանային խոոոչով կիսահ արթ ո։ թ յան վրա։ Պարդ ութ յան Համար են
թադրված է, որ կիսահարթ ո։ թ յան եղրր շտամպից դուրս, ինչպես նաև իոոո- 
չի եդրր, աղատ են արտ աքին Ուժերից։ Խնդիրր չուծված է Ֆարյեյի մեթոդով, 
րիպորար կոորդինատային սիստեմում։ Խնդիրր բերվում է <Տ եոակի » շարք Հա
վասարումների չոլծ մ տնր՝ րոտ եռանկյունաչափական ֆունկցիաների /

Օցտվելով Լ. Ւ. Չիրրիկ/րվայի ստացած արդյունքն երից (*) հուսկի» 
շարք Հավասարումն երր րերվոլմ են Ֆրեդհպմ ի 2 սեոի ոեդոպյար հավասար- 
մանր։ Խնդրի րոծումր ւրսրեքի / քերեք նաև րվադի — յիովեն ոեդուքյար ցծային 
անվերջ Հավասարումների սիստեմի։
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