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Рассматривается задача определения упрощенных нелинейных 
уравнении движения сжимаемой среды вблизи фронта слабой ударной 
волны.

11усть движение среды описывается системой нелинейных урав
нений гиперболического типа

ЛС*).(£Д х)-^ + Ф( (4Д х) = О, (1)
са*

где х = |х*| есть радиус-вектор точки в (л 4֊ 1» мерном простран
стве, причем х9 подразумевается время ։, под х1 понимаются про
странственные координаты (I 1, •••,«), и — {Ь',} есть т-мерный 
вектор, координаты которого дают искомые параметры движения, 
ф = :ф(} — т-мерный вектор, Л}** — элементы матриц, — !,••■, т.

Пусть невозмущенное движение среды впереди волны задается 
вектором V = {1/>։, причем УДх,) есть заданная функция координат.

Тогда, поскольку возмущения, вносимые волной, малы, можно 
полагать за волной

Ս= 1'+«, (2)

где | и | | V |, |и| —«, е « 1, причем е задает интенсивность ударной
волны. Кроме того, предполагается, что Параметры возмущенного 
движения ih быстро меняются в малой окрестности волны, поэтому 
| grad//(| » | а/1 Подставляя (2) в (1) и учитывая, что V также удов
летворяет (1). можно, оставляя в нелинейных частях (I) лишь сла
гаемые, содержащие производные и/, получить систему уравнений 
для м(:

Ctu I
Ох» 4- t utii

дԺ1Հ ОН, 
б’х»

(3)

где

= х),
dV, 

“ dV, dx„ Ж՜*'*’

а<»1 
и

11 I = k 
ձ'* = (օ !փհ'
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'1свая часть уравнений (3) представляет линейны А оператор Л (и)» 
уравнение характеристических поверхностей 0=0, для кото
рого представляет уравнение линейных характеристик для системы 
уравнений (1), и имеет вид (’)

лс> = <1е( = 0, (4)

дР т.
где =--------  есть компоненты вектора нормали к к поверхности

дх{

Р о ֊волны г = О, ;0 —----- -
д։

Уравнение бихарактеристик для £(//) или лучей имеет вид (։)

<1х . <1х< .
— ="ГЗ<1А —— = Д:
(15 <15

^ = Л: 

<15
(5)

где Д: = —— ■ 5 — длина дуги луча. Поскольку Л есть однородная 

функция ;/ степени т, можно принять

А(5/) = (֊5о)"Д(а/։ -1), (6)
ч

и, полагая Ео=—1, можно найти

= Л^ = счЛв1, в/ = Ег.

Тогда (5) запишется в виде

(1 х, Ч <1т , ,
-------- =-------- » ----- = С/ Л : .

<11 <15 ''

(7)

(»)

Пусть лучи (8) уравнения А(и)=О имеют огибающую поверх
ность, называемую каустикой, на которой лучевое решение имеет 
особенность Для волнового уравнения решение вблизи каустики 
найдено в для произвольной системы линейных уравнений 
/_(«) = О в гармонической по времени задаче решение найдено в (*), 
упрощенные нелинейные уравнения вблизи каустики получены в 
С ;՜1") для сжимаемой неэлектропроводящей жидкости, а для одно
родной электропроводящей жидкости в магнитном поле в ("). Здесь 
ставится задача получения упрошенных уравнений вблизи линии пе
ресечения волны с каустикой для общих уравнений (1) или (3).

В момент ( фронт нолны пересекается с каустикой по некоторой 
линии. Выбирая некоторый луч (8) и обозначая через х (/) = |Д’։ | 
координаты точки А касания луча с каустической поверхностью, 
можно записать для точки Л по (8)

аА, ’ (У)
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где через обозначены значения :/ в Л. Из линейного решения 
видно (ь что н основной порядке по в решение задачи зависит от 
двух переменных

У։ = (х-л')М (Ю)

Здесь есть нормаль к волне в точке А (рис. 1), N — единиц-
• 

ный вектор нормали к каустике в Л, причем л։ = 0дает касательную 
к волне в Д, у, — 0 — касательную к каустике Поскольку у։ харак- 

тернзует расстояние точки |х( | от каустики, а л։ время пробега вол
ны вдоль луча до х, , можно в основном порядке рассматривать 
движение в плоскости векторов .V и grad Л, то есть нормали к кау
стике и луча, которая условно изображена на фиг. 1 как плоскость 
X, Y.

Рис. 1.

Из линейного решения известны порядки малости

(И)

С учетом указанных соображений из (10) получится

° = уЛ - у. grad А, (12)

k
где отброшено слагаемое ——

I « I
Учитывая, что в силу (И)

(13)
дхг 

д
выражая в правой части (3) все производные через —— и заменяя

в ней все «/ через «, = Р с помощью условий совместности на вол-
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не (։։) «’*•М/Е* = О, можно нелинейное сламемое в (3) представить 

п виде

*< "1 -ТГ 
dx,

дР

где А = [А/} — известный вектор.
Следуя методу, примененному н (”) прн получении уравнений 

ноли ди каустики н магнитной газодинамике, можно разрешить (3) от
носительно и, — Р н получить уравнение

дР
Д(Л)Р= Д|,(Л/)(*,Р — 

дх,
(15)

где А (д) есть характеристический определитель (4), Д։/ алгебраи

ческие дополнения н Д элементов, содержащих Здесь обозначено 
д & ЛАЧ

р —---------р — — • причем по (10)
<>Х1 М

дд
Р, = ’< —— 

дх. д\‘

дхх д__ ду, д
dt * dt dy, (16)

Согласно (10)

и второе слагаемое н р։ можно отбросить.

Для оператора Д можно записать ряд по степеням операторов

֊-«-?-• + не»
-у* дх1 ' *** ' дх1 дх,

Оставляя сла1аемые лишь основного порядка, содержащие старшие 
производные, в которых действие операторов на коэффициенты в Д 
при не учитывается, можно найти

д ( Pr Pt. JC) = (—(։М.)(х-х -Д— 4֊

' 0Х, ' dt 0Х.

Здесь учтены условия в точке А

Д («(, ֊1, х*) =0, ДвЛ։ = 0 (20)
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II однородность А по Е/, • а,—У л (-1, ։<).

' <>л։ дхг ' <}хх '
Тогда, учитывая еще, что Дц есть однородная функция Е< сте

пени т— 1, можно найти из (13)

'У.֊
дл*

^- = ֊4֊•■։.>«■<)(»<₽ — -г<1«Л- (20

где обозначено

ЭА
<*У1

У, V («|ДВ))(л-х°) (22)

причем х — л՜ выражается через у։ по (12). Слагаемое —— (/««/) в 
дх։

(21) значительно меньше его левой части, в силу (И), (18), и его 
можно отбросить Для скачкообразной (вдали от каустики) волны АВ

4 ? Iимеют место порядки (<•’■ ”)—֊— — — у„ л։ ~ т’’, < = 1 »
дхх

где у есть интенсивность АВ вдали от Д, и левая часть в (21), а так- 
1

же нелинейное слагаемое в правой части имеют порядок 75 .
Во всех задачах, в которых существенна нелинейность, вводя 

переменную (*)
1

можно из (21) получить уравнение их =
дхх

_ р 2Х =Аи(,1)к1 • (24)
& (М^Да|а()‘*։ <4

Левая часть (24) должна удовлетворяться линейным решением (•).
откуда, сопоставляя со значением р в (։)

<ЯЛ
<>/֊

(25)

где вдоль лучей (8) у։ “ д можно найти соот

ношение
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А
/ у 

> Л1 л

(26)

Согласно (Ю) вдоль луча (8) (при фиксированной точке Д)

Отсюда

причем в точке Д

</у։
др,՝ 4$

г>Л
---- = 0, как 
дК

Ь՜ Л'(/) (271

(28)

и в (•). С учетом равенств

= 0 
'• дР.

(29)

предполагая, как и при получении (12), что основное движение проис

ходит в плоскости векторов Л и 5гзс1-.Л, можно найти из (29) ра
венства

_  лЬ _* = 15/1, -^- = рм (30)

А
Кроме того, согласно (10) можно найти для Р„, =-------- .

Л, = ։/ ^֊. —(31)
<Ъ՛։ <*У» У։

причем в Д имеет место ;,= а; , ЛУ։ = 0. Из (31) приближенно еле- 

дует 1 = —----------— и. подставляя сюда (30) и (10), можно найти

11=1. Следует отметить, что в приведенных соотношениях (12) не 
использовалось Из (30) и (28) получится

тр-№‘1'1' <здУ. У։

Кроме того, по (’) выполняется соотношение

</'У1 (33)

/о։. /ок <^1 <1*1 4-1где по (31) и (8) ----- — = —--------- — =----- -
</5 с/« ду1 (И



Подставляя (32), (33) в (26), можно убедиться, что оно удовле
творяется, что завершает сопоставление линейной части уравнения 
(24) с результатами ('). Разумеется, желательно более строгое рас
смотрение указанного соответствия.

В плоской задаче л։ л, л\=у, и вышеприведенные соображе
ния становятся более наглядными.

Обозначая :։=а, са = ?, можно получить из (24)

I
<г® 2։ лр
— - р —-- ---------------------------------------— Аи Р —, (.34)

^*1 Л ֊ ^֊ -3— V I <^х1
\ <Н 0( дух )

причем для однородной первоначально неподвижной среди можно 
получить соотношения (”)

_ Г(«) I 0 = _ У1 / 2_у ։ к .1 Г* .

д1 /? ? —аЗ' Д>\/?/ к .

I где 3 (а) находится из уравнения Д(а, £) = 0, к есть кривизна каустики 
в А, и, подставляя в (34), можно получить уравнение, выведенное в

I (“) н задаче магнитной газодинамики.
I дР

Коэффициент при Р—— может быть выражен через коэффициент
I дх։

пропорциональности А в формуле для скорости волны (’■) с„ -г х՛.
I Я'Д»/

с0 ~ иа+ АР н виде А։/Л/ =-----------— А, где Го + г'о есть невоз-
В *-՝» ■" г’о

мущенная скорость волны, в чем можно убедиться, записав уравне
ния (15) для одномерной но * задачи, где " есть время пробега от 
волны ВВ1 до точки х вдоль луча, что дает характеристическое урав

нение (Л-.:/)— -֊ А1,(',1>к1Р; для скорости характеристики (։։)

следует ся + и„ = (<?„ 4- г'о) (1 -г ) • причем из вышеуказанного 

уравнения для скорости с„ - г, характеристики (։։) следует -^֊ =

____ —, что подтверждает приведенное выше соотношение. 
с9 + «о

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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IL Դ ՐԱԴԴՈհՎ
1Г||мик| ш|г|> nurilifuib ոշ զծափն liui։|սւսաrnidTiLr[i nrirtnitfp կւււուստ|ւ1|ւս փ if ո in

Դիտարկվում Լ սեղմելի միշավա յրի պարամետրների որոշման խնգիրր 
կ ա ուստի կ այի մոտ, որր գծային ալի րի ճա ոա գա յք/ն ե րի պարուրի չն Լէ Ստաց֊ 
ված են պարզեցրած ոչ գծային հ ա վա ո ա ր ո ւ մն երր կաոէԱտիկաքի և հարվածա
յին ալիրի խախտման գծի (կամ կետի հարք/ խնդրում ) շրշա կայրո։մէ Կատար
ված Լ համ եմատուք/յունր նախորդ ո ւս ո ւ մն ա ս ի րո ։ ք/յ ո ւնն երի հետ։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆ II ЬРЗЛ հ Ն
1 Курант, Уравнение с частными производными. Изд .Мир-, М., 1965. 

3 Ю. Л. Газарян, Вопросы динамической теории, т. V. Л., 1961. 3 В. Л1. Бабич, 
Вопросы динамической теории, т. V. Л.. 1961. « J Р. Guiraud, Complcs Rendus. I. 266.

6 (1965). ’ Л. Г. Багбоев. Г. Г. Оганян, ДАН АрмССР, > 2, i XLIX. (1969). 
' D. Ludwig, Communications on Pure and Applied Mathematics. № 6. 1966. 
' А. Г. БагОогв, Некоторые нелинейные задачи движения сжимаемой жидкости. 
Ереван. 1967. • А. Г. Багбоеа. ДАН АрмССР. т. XLV. № 5 (1967). * Л. Г. Багдоев. 
ДАН АрмССР. T.XLVl.Nb 2. (1968). «<> А Г. Багбщ в, .Известия АН АрмССР'. т. XXII, 
.Mil(1969) и г Багдоел, .Известия АН АрмССР'. т. XX III. № 2 (1970). ։> Л Je/- 
frey, Т. Tanultl Nonlinear Wave propagation. New-York —London. 1964.


