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Рассматривается смешанная задача плоской теории упругости 
для двусвязной области, ограниченной двумя неконцентрическими ок­
ружностями, центры которых расположены на действительной оси. 
Предполагается, что рассматриваемое упругое эксцентрическое коль­
цо по внешнему контуру /', неподвижно сцеплено (спаяно) с двумя 
жесткими штампами, симметрично расположенными относительно дей­
ствительной оси Штампы имеют форму дуги внешней окружности 
Г.2, охватывают центральные углы 2<и։ и 2о>г н находятся под дейст­
вием двух равных и диаметрально противоположных сил Р. Внутрен­
ний контур [\ предполагается свободным от напряжений.

Смешанные (контактные) задачи для концентрического кругово­
го кольца со сцеплением рассматривались в работах (։՜').

1. Пусть эксцентрическое круговое кольцо занимает область .*?+ 
в плоскости комплексного переменного г = х + 1у и ограничено извне 
окружностью Г. с единичным радиусом, а изнутри окружностью Г, с 
радиусом /?, и эксцентриситетом а (а + /?1< 1). Обозначим односвяз­
ные области внутри Г, и вне Г. соответственно через £), и /Л. Нача­
ло координат поместим в центре окружности Г...

Совокупность дуг /,Л. и обозначим через Г,, а t..tյ и че­
рез Гг

Граничными условиями на внешнем контуре будут:

и ф й՛ = — ։, на (1.1)

и д- IV = е3 ни £։(4

зг — т», = 0 на Г.’ (1.2)

ла внутреннем контуре

зг = ц, = 0. (* -3)

Вектор напряжений и производная вектора перемещений по ду-
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ге х окружности радиуса г и с центром а, определяются через две 
аналитические функции (•')

3, + /т„ = Ф(г) + ф£У - [* ֊֊’ (|4>
2 — й/

2 Ру. (« + «’) = '1С . а^~ ! »Ф (г) - Ф (г) 4-1 г Ф (г) + Ч( г) | * '-—к 
(75 Г ( 2 — И / |

(1.5)
Рассмотрим функцию

Я?
х>=^֊֊±֊+«п (У = 1.2) (1-6)

г - ц,

осуществляющую взаимно однозначное соответствие сопряженных от­
носительно окружностей Г, точек области 5 и О, так. что при при­
ближении точки г из 5+ к границе Г/, соответствующая ей точка 
2/, приближается к Г, из Р/, причем, геометрическое место точек 

в Р/, являющихся отражениями точек г из 5 покроет лишь 
часть области Р/, которую обозначим через 5՜ (рис. 1).

Рис. 1

Следуя (й) распространим определение функции Ф(г) на облас­
ти 5՜ так, чтобы ее значения ^’/(г) имели бы существенно особые 
точки в О/ — $- и при переходе через Г1 и незагруженные участки 
Г', продолжали значения Ф (г) в 5+, положив

+ 'г'(+а>՝) ялягв5>՜0=1.2). ։>')

2Ы)



Переходя к сопряженному значению в (1.7) и заменяя г на 
Я»

------------ Ь й/ получаем:
2-й/

__  . R! .
Ф (г) = - Ф, ( 4 а, 1֊ Л | /4 4 а- (г - а, )| Ф'(х)

। / (* ) ДЛЯ 2 В $ , (1.8)

откуда

՛’’/ (*) = ф ( ’) 4 ф. (—4а, )- 
з — а, /

՝~Ц7 I + а1 (г — а1)) Ф'(г) для 2 в (1.9)

На основании теоремы единственности, принимая ‘Г, (21 = Ч‘.,(г) ’Г (г) 
в 5^ и подставляя значение Ф(г) из (1.8) в (1.4) и (15), получаем

- а‘ <г - 7“4г)ф’ <г>-(г > (Чт
I 2—Й// |

| Полагая, что функция Ф(г), доопределенная также в 5՜, непре­
рывно продолжима на Г/ из 5 и 5^ . за исключением, быть может 

|концов штампов с», в окрестности которых

|Ф(г)|< С°— 0<|а|< 1 (1.12)
Е —е.г
и что н точках границы Г, за исключением, быть может, точек с*

Нт (г՜^- ֊ - 1 -֊) Ф' (г) = О, (М3)
2-/ \ , г — а, /

откуда в силу (1.9)

I Ч-(г) = О. (114)
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Переходя в (1.10) и (1.11) к предеду при г, стремящемуся к ( 
на Г,- с учетом (1.13). (1.14). (1.1). (1.2) и (1.3), получаем

Ф+ (П Ф (/) = 0 на Г и Ги (1.15)

(1.16)хФ (/) 4- Ф.г (/) = 0 на

гдеФ (О нФ. (/)—предельные значения из 5 и соответственно 
кусочно-голоморфной в 5՜* и 5у՜ (/= 1. 2) функции Ф(г).

2. Определение кусочно-голоморфной функции Ф(с), определен­
ной на множестве, отличной от всей плоскости комплексного пере­
менного по красному условию (1.16) на разомкнутом контуре Г сво­
дится к однородной задаче Римана н следующей постановке.

Пусть 5 рассмотренная выше двусвязная область, ограничен­
ная окружностями Г., и Г։, 5|՜ и — также двусвязные области, яв­
ляющиеся взаимно сопряженными отражениями точек области 5 от­
носительно окружностей /\ и Г. соответственно при дробно-линейном 
отображении (1.6). причем, окружности Г։ и Г., переходят в окруж­
ности -,։ и соответственно, либо н самого себя (рис. 1).

Учитывая, что 6(0 = —— на Г.՜, и 6(0 = 1 на Г\ и требу- 
У

ется определить кусочно-голоморфную функцию

Ф (с) для 2 в 5*

Ф (с) = Ф։(г)

Ф2(г)

для ? в 5]՜ 

для г в 5,

(2-1)

по однородному краевому условию

Ф*(0-6(0 Ф (0.

В окрестности концов Г, функция Ф(г) удовлетворяет условию
(1.12). . Ж 1

Полагая, что

Ф(О 
Л'(О

= V ,
к-О

V А
- - «г

для 2 в 5 (2.3)

каноническую функцию
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1|1 X
гле՛ 77Г' принимаем в таком же виде, как и в случае задачи

Римана с разрывным коэффициентом для кусочно-голоморфной функ­
ции. определенной на всей плоскости (;к). Далее, под А'(г) будем 
подразумевать ту ветвь этой функции на разрезанной вдоль Г плос­
кости, для которой

11т г' X (г) = 1.

Если представим разложение А' (г) в окрестности г = а рядом 
Тейлора

Ж
А' (г) = V Рк (г — а)», |г — а|< 1 — и 

к-0
(2.7)

то фигурирующая в (2.4) функция Л'։(г) равна

Кроме того
А'.(с) = А’(-) для г в

(2.8)

(2-9)

В точках г и -=- симметричных отоснтельно Г. функции (2.3) и

(2.5) принимают комплексно-сопряженные значения, то есть сами 
функции симметричны, и при приближении к Г\ из 5+ и 5՜ продол­
жают друг друга, согласно (1.15). Откуда заключаем, что функция 
(2.5) на 1։ удовлетворяет условию, комплексно-сопряженному с тем, 
которому удовлетворяет функция (2.3) на Г։.

Аналогично, функция (2.4) симметрична с (2.3) относительно ок­
ружности Гх и удовлетворение граничного условия на Г, функцией 
(2.3) приведет к удовлетворению комплексно-сопряженного условия 
на 7„ функцией (2.4).

3. Выражение (1.9) определяет две функции Ч*,-(г) (/ 1, 2) посред­
ством двух введенных в 5^ функций Ф, (֊). На основании единствен­
ности аналитических функций потребуем, чтобы в области кольца 
Р1 <С|г — а|< I —а

•Г(;) = ՝! ,(;)= ՛( _. (.֊), У (г)- V /Э4(-_а).+
к-1 (՝ ֊

(3.1)
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Подставляя (3.1), (2.3) и (2.5) в (1.9) при /=2, с учетом того, 
что аг — 0 и R. = 1, после очевидных преобразований, получаем функ­
циональное уравнение в кольце /?,<|։-в|<1-в

где. согласно (2.3). коэффициенты Д* связаны с Д' равенством л

^ (֊ 1)” д;о (А = 0, 1, 2,...). (3.3)
гтт- О

Коэффициенты Д* Д֊а. £>* и /9* действительны ввиду симметрии за- 
дачи относительно действительной оси. Вследствие этого, при / = 1

/ R2 \Ф, ( —!—|- а ) = Ф (г). 
’ \г — а / ' '

(3.4)

Подставляя (3.1), (2.3) и (2.4) в (1.9) при / = 1 и а՝ = а, с уче­
том (3.4) н (2.7) после несложных преобразований получаем второе 
функциональное уравнение

Разлагая функции в ряд Тейлора с
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центром в г = а, перемножая ряди, входящие в (3.2) и приравнивая 
в (3.2) и (3.5) коэффициенты при одинаковых степенях г а. полу­
чаем четыре однородные бесконечные системы линейных алгебраичес­
ких уравнений, относительно неизвестных Д', Д_„. О'. и О ,. которые 
оказываются квази вполне регулярными. При доказательстве квази 
вполне регулярности полученных бесконечных систем исследованы 
функциональные свойства полиномов, входящих в коэффициенты бес­
конечных систем.

Интегрируя (1.11) по внешнему контуру от Л. до с учетом 
(1.1) и (I 15). получаем разрешающее комплексное уравнение 

или

(3.7)

где

1 р - »<(“’։ с*
2 | (СО5«<։ — СО$0)(СО$и>... СОБ 6)

-4֊ -Д* 1ГВ |К ( ֊՛—- |
1_еI (I ֊2аСО52-> 1

2 17, | (СОБш։ — СО$0)(СО5 •>.-!֊ СО5 0)

/,, <и1 + \ “ ш։
51П ( о н ։--------- - ֊ 51П —:------- 1/ (0)= _А------------------------------------------------«_

/г Ш. • \ шо — ш»
51П Ч------------------- ) + 51П —-----------К 2 / 2

Условие однозначности смещений записывается так

(3.8)

Совокупность полученных бесконечных систем совместно с урав­
нениями (3.7) и (3.8) полностью решают задачу.

Ерсваискнн политехническян институт 
им. К. Лкфкса
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II. II. ԱԱՐԴԱՐՏԱՆ

ԷԳՈՑԵՆՏՐԻԿ ՕՂԱԿԻ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԱԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱ11ԻՆ

*
Դիտարկվում Լ ա ււաձգա կ ան ութ յան տեսոլթ յան Հարթ, իւաււր ^7/*^//»^ 

պայմաններով խնդիրը երկկապ տիրույթի համար» սահմանափակված երկՈէ 
ւսնհ ամ առանցք շրջանագծերով, որոնց կենտրոնն երբ գտնվում են իրական 
առանցքի վրա։ Ընդունված Լ, որ դիտարկվող էքսցենտրիկ օղակի արտսլքիԼ 
շրջանա գծին անշարժ ամրացված են երկու բացարձակ կոշտ դրոշմոցներ 
(շտամպ), որոնք սիմետրիկ են դասավորված իրական առանցքի նկատմտմր

Դրոշմ ոցներր գտնվում են երկու տրամագծորեն հակադիր կիրառված հԱէ. 
վասար ուժերի ադդեցութ յան տակ և նրանց հպման ^ՂՐԱէՂիծր արտ՚ԱրիԼ 
շրջանագծի տեսք ունի։

Խնդիրը լուծելու համար առաջարկվում է փնտրվող կոմպլեքս պոտենցխ 
ալների շարունակման մեթոդը լրացուցիչ տիրույթներում, որը թայլ է տսղխ 
լուծո։մր քերել համասեռ եդրային պայմաններով !Ւիմ անի խն դրին, ւսյՆււլիսի 
ֆունկցիայի համար, որր ա։ւաձգտկս/!ւ և լրացուցիչ ւո ի ր ո լ յ թն ե ր ո ւ մ հոլոմորֆ է:

Խնդրի լուծումը քերվում է լոՐս անվերջ հավասարումների սիստե մների 
լուծմանը, որոնք կվագի լիովին ռեգուլյար են։
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