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МАТЕМАТИКА

В С. Абрамович

О характеристических операторах классов мероморфных 
в круге функций

^^Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 24/П 1971)

М. М. Джрбашяном (') была построена полная теория факто­
ризации мероморфных в круге функций произвольно большого роста 
и с произвольным распределением их нулей и полюсов. Было показа­
но, что любая мероморфная в круге функция включается в некото­
рый класс А функций с ограниченной обобщенной характеристикой, 
ассоциированной с некоторой подходящим образом выбранной непре­
рывной положительной на (0,1) функцией <"(д). При этом как макси­
мальная плотность нулей и полюсов, так и максимальный рост экспо­
ненциального множителя функций класса Л7 определяются асимтоти- 
ческим повелением функции ш(л) вблизи точки х = 1.

В настоящей статье рассматриваются более общие классы меро­
морфных функций с независимыми друг от друга характеристиками 
плотности и роста. С целью описания этих классов используется те­
ория вводимых в статье характеристических операторов классов. Сле­
дуя в основном (’), ниже приняты следующие обозначения:

1) — множество положительных и непрерывных на )0, 1) функ­
ций ш (х), (՛•(())= 1, суммируемых на (0, 1). для которых О.
что

|0. 4) X

12. подмножество непрерывных на (0, 1] функций из 2, об­
ладающих почти всюду на (0, 1) суммируемой производной.

2) Ак — пространство аналитических в круге |г| R функций, 
причем если /(?) = Д«։ то |/|  г', г£(0, R).*

Т*  *
3) К|—х, г| множество веществе..них функций 1(6) ограни­

ченной вариации на к|.



4) R, / — соответственно множества всех вещественных и целых 
чисел.

5) и ,/>. 1 — соответственно множества отличных от г = 0 ну­
лей и полюсов мероморфной функции Л (г) в круге |г]<1, п((- оо) 
при 0<I < 1 —считающая функция последовательности {6,) в круге 
|с|^Г, //(0, да) —кратность полюса функции /-'(г) в точке 2 = 0.

6) £• • |1пЛ'(ге')|  =*

I
— [г I 1п Л'(гхе'Г| )</ 
с/г I 3

О X

Д<я> = Л ( 
П) 1<•?

л-"՜1 с/х, п = 1, 2.• •

и

• 1 - О.(Л )

где

о

-и („ :к)

|г’*| Т1.

— произведение М. М. Джрбашяна, сходящееся абсолютно и равно­
мерно в круге |г| < 1 тогда и только тогда, когда сходится ряд

9) г*
ди» <2, |г|<1.

10) а -(а-Ь |а|)/2.
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Класс Л. (»< СМ. М. Джрбашяна определяется условием 

5ир։7„.(Г; /•)<-!-«,, (I)

где
Т (Г; Л) = ГП (г; /’•) 4- Л ,.(г; /=),

с

т (п О=- ( |£< '1п|/7(ге“)|; </о. 

— г

М (г; Г) = П (0; ОО >(1п г -/?..) + • «> (—у/,

и

Пусть $(?)(֊ Лг Обозначим через Л„,Л класс мероморфных
в единичном круге функций, заданный следующим параметрическим 
представлением 

к
Л(г> = ^-».г- |^>ехр11 [։(в (3)

Здесь Н. (?; а,). &..(?; Ь ) — произвольные сходящиеся произведения 
М. М. Джрбашяна. у (0) £ Г | — г, г|, >££, Функцию х(л) бу­
дем называть ядром класса л.

Из теоремы 4.1. (։) следует, что Л’„ = Л'.., при условии $(?) = 
= 5 (г; «>).

Нашей целью является описание класса Л’..х в терминах огра­
ниченности некоторой обобщенной характеристики мероморфных 
функций Т.. , (г; Р'), ассоциированной с фукциями ш(л) и 5 (г). В свя­
зи со структурой класса Л'.,, естественно в характеристике Лк М. 
Джрбашяна (*)•  изменить только одно слагаемое т (г: Р), оставив 
без изменения функцию Л (г; Л). Таким образом, для класса Л 
мы приходим к следующей задаче: найти аддитивный оператор Ф 
определенный на множестве логарифмов мероморфных в единичном 
круге функций, такой, что ограниченность функции

. з (г: /) ;иеф .., 1пЛ՝(ге;‘)1 М 4֊ Лг(г: Р) (0< г< 1) (4)

являются необходимым и достаточным условием для того, чтобы

Введем некоторые определения.
Назовем класс Л',,.., классом с равновесной асимптотикой, если 

существуют положительные числа А։ и /(., такие, что для 
для ядер л (г) класса Л՛,,., г и 5(՝; »՛<) класса Л’... Лк Лк Джрбашяна 
имеют место неравенства
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к, <
•$ (г; ՝•՛);

«К.. (5)

В том случае, когда между ядрами $ (г) и 5 (г; «>) имеется асимпто­
тическое соотношение

1$(г; ֊4, =()(|5(г)|г) (г >1-0) (6)

класс /V.,з будем называть классом с положительной асимптоти­
кой. а при обратном асимптотическом соотношении

||5(гЖ = 0(|)5(г; «О (г - 1 ֊ о) (7՝

— с отрицательной асимптотикой.
Ядро класса Л . Л будем называть правильным, если для его 

тейлоровских коэффициентов выполняются условия

1
$0 1, 5*  =# О, А = I, 2,-• 1։ш|«*|*  = I.

*- -
(8)

классы Л с правильными ядрами назовем регулярными. Наконец,
в случае сходимости ряда

•Г

А-1
(9)

регулярные классы .V.. Л будем называть вполне регулярными.
Отметим, что классы Л’..,,, и /V.,,։, с одною и той же асимпто­

тикой их аналитических ядер, вообще говоря, могут существенно от­
личатся друг от друга. Так, из известного примера А. М; Маркуше- 
вича' вытекает, что при

А.. =^= -V,,, /, .

Введем понятие характеристического оператора класса Л'.,.
Оп ре делен не. Аддитивный оператор Н.,.л, определенный на 

множестве логарифмов мероморфных в круге |г| < 1 функций, будем 
называть характеристическим оператором класса Л ,, если удовлет­
воряются следующие условия:

а) для уг£(0, 1) Н , 1п ?{гел )£ I. (— если 1пА‘(<)С^ 
(0<Ср<С1). то для у г (О, ?) Ре/У.,.1п А՝(ге'։)£ С|—-|

б) для Ь’7՜ (г), мероморфной в |г|< 1, имеет место тождество:

е -4г) 11 Ре Н ,1п ^(ре14 )</0 =

Сы. (*),  стр. 478.
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ж в
5 г, «>) £' "> 1и | /- (р е1*) дЬ,

■х
о<р< 1. и<1 (10)

в) для любого сходящегося произведения В (х; 2») интегралы

X

•/ , (г; В ) — |₽е Н ., 1п В.. (ге‘*; Хд)|с/9

— Ж
(11)

равномерно ограничены по г(0^г<^1).
Приведем важнейшие свойства характеристических операторов.
Теорема 1. Если Н . характеристический оператор ре­

гулярного класса , и

ШГ(х)х= 0<Р<1,
* г

(12)

пю в круге |'|<О справедлива формула

Ре Н... 1п Е{2) = Яе х‘ | (|г|<р). 
।; $* ।

(։3)

Г е о ре м а 2. Если И..., — характеристический оператор впол­
не регулярного класса М.. *.  то для любого сходящегося произве­
дения М. М. Джрбашяна В г») всюду на единичной окружнос­
ти С = г1'(—к имеет место предельное соотношение

ПтНеЛЛ ,1п/? (ге‘*, г») = О,*  -«£9=$-.
(Н)

Следствием этой теоремы является следующее утверждение.
Теорема 3. В условиях теоремы 2 для любой функции

Р(г)£М._, почти всюду на единичной\окру ясности \ ел 
< ~)

Пш Не Н . 1п Е(гел ) - 2 V (0)֊ ' (к) £ I. ( ֊, ֊) (15)
•1֊и 2к

где ^(9)^ У|- к, п| соответствует функции Е(г) в параметриче­
ском представлении (3).

Пользуясь установившейся терминологией, следующее утвержде­
ние будем называть соотношением ®, .«—равновесия.

Теорема 4. Если Н— характеристический оператор ре­
гулярного класса Д’. ,, то для любой мероморфной в единичном 
круге функции Е(г) имеет место формула
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7\,л (г; Р) = Т. л г; —)4֊сопх1 (0<^г<1) (16)

где 7 , (г; Р) — обобщенная характеристика (4) и Ф ~ Н.
Следующая теорема, которую будем называть основной, дьет 

решение поставленной выше задачи в терминах характеристического 
оператора.

Теорема 5. Р условиях теоремы (4) регулярный класс Л7„ 
совпадает с множеством мероморфных в |г| < 1 функций, имеющих 
ограниченную характеристику Р).

Перейдем к конструктивному построению характеристических 
операторов.

Определение. Регулярный класс Л',.., назовем классом 
Л
ЛГ„.... О» £2, о»» £ 2,), если его ядро имеет
ВИД* * ■

1
• Известно (*). что если <■■ 2, то Нт | У*’ | * =1.

Для уш£2, 2« положим

1п Г(ге*  ) =

1

1Нт
9г

-------------------------------------------- — /.<" 11п |Л'(ге,й) | с/6 
1 — 2 — соб (ф — 6) 4- (— |

(18)

Предел (18) существует всюду за исключением разве лишь точек 
множества (а,| и |&,}- В частности, при « 1 оператор 7.. ... совпа­

дает с оператором 1?е/.(я), а класс — с классом /V,., М. №• 
Джрбашяна.

Теорема 6. Оператор Л... а. («»£2, <՛». < 2,) является ха рак- 
< 

теристическим оператором класса
Таким образом, теоремы 5 и 6 дают полное решение поставлен- 

Л
ной выше задачи на множестве классов {.V .охватывающем, как 
нетрудно видеть, классы с произвольной неотрицательной асимптоти­
кой.

Дадим теперь решение поставленной задачи на всем множестве 
вполне регулярных классов.

Пусть * = 5х* ‘о ~ последовательность щсел. удовлетворяющих 
условиям (8). Для любой функции и»( 2 положим
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1п Г (Ге1՝ ) = /? 'Ре Л„1пг + V пЧг1> +-

(19)
• — I+ V а_>֊ л х4г֊՝ (г„<г<гг + ։ , « = 0,1,-..; го = О),

л-о I

где а *. « = я (6) к, п = 0, !,•••,— коэффициенты лорановских 
разложении в кольцах гп<^г<^г„ ։ логарифма мероморфной в круге 
г|<1 функции /7(г):

-
1п Е{ге‘9) =Д, 1пг+ V «*,  л г‘(л„ < г<г„ ,).

Л — — -
(2*))

,Гп}։“= ;|а։| и !|*,||.

Теорема 7. Если Л' ,, вполне регулярный класс, то при ус­
ловии

х = (21)

оператор О, ,..(«|£2) является его характеристическим операто­
ром.

Таким образом, для оператора О,, при условии сходимости ря- 

да V имеют место соотношения (14) и (15), так как на основа- 
А о 

нии последней теоремы он является характеристическим оператором 
вполне регулярного класса Л’..,, с ядром

Что касается операторов А....... (18), то для них вместо теоремы 
2 справедлива следующая теорема.

Теорема 8. I . Если функции 2, <■՛>, 2 монотонно не
возрастают на |0. 1) и, кроме того, (1—х|՜'® (х) А (0, 1). то 
для любого сходящегося произведения Н. (г; г») почти для всех 

“I имеет место предельное соотношение

Нт /..... 1п Б... (ге,ь\ г*)  — О
г-1-0

(22)

2 . При дополнительном условии 0^(1—0) = 0 соотношение 
(22) имеет место всюду на "|, за исключения разве лишь счет­
ного множества Е = {аг^г*} ։՝.

Из последней теоремы вытекает, что теорема 3, сформулиров­
анная для вполне регулярных классов , справедлива в условиях тео- 

А 
ремы 8 и для классов Л' ...
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если система (I) такова, что соответствующие этой системе уравнении 
/,։(р„ Р։) 0 11 ^г(Р|« Р։) 0 имеют действительные положительные 
корни р։ - Рн- Р.՛ Р / •«‘четной кратности и выполняется условие (13), 
то невозмущенное движение устойчиво в смысле Г. В. Каменкова.

Ереванский политехнический институт

11. Դ. էր(1հ11113նԼՏ11Ն

(■արակտեгիստիկ 1ւաւ|ւււսար սան Լրկո։ կսմււ||1> Гн արմատների
г|1.и|Гпм1 շարժման կւսյո ւնու բյսւն մասին

Պ’/' ։։ստանրո։մ դիտարկված Լ մի մեխանիկական սիստեմ, "/»/’ դրդովաձ 
շարժումր տրվում Լ սովորական դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմի 
միշոցով։ սՒստ^մի խարակտերիստիկ հավասարումն ունի երկու ւքույ^
կոմպլերս արմ ասրն երւ II ի ս էոեմր րերվս՚ծ Լ դրդոված շարժման կայունո։ք/յաՆ 
հետազոտման համար հարմար տեսրի։ Հետազոտում ր կատարվում է Ա. Մ. 
Լյապունով ի ֆունկցիայի որոշման միշոցովէ Վ, Կ ամ ենկով ի մեթոդով
ստացված / դրդոված շարժման կ ա յ ո ւն ո է թ յ ան (անկայունության) պայման֊ 
ներր։

զոդվածում կոորդին ատներր դիտվում են Որպես նոր փոփոխականներ 
և Որպես Լյտպ ոէն ով ի ֆ ո էն կցի ան ե ր , իսկ դրս*  համար պ ահանշվՈէ մ Լ, որ քքի 
ցանկացած դրա կ ան և (էլ -ի ցանկացած իրական արժերների համար ապ 
ֆունկցիան երր լինեն որոշակի դրական։

'»1~ի րավականաչավ։ վարր արժերների համարնրա ածանցյալների նշան- 
ներր որոշվում են փորրադո։ ]ն կարդի անդամներով։

Ապացուցված Լ թեորեմ, որի համաձայն, եթե սիստեմի դրդոված 
շարժման դիֆերենցիալ հավասարումներն ունեն կենտասլատիկ իրական դրա 
կան արմատներ և րավարարում /4/ ստացված որոշակի պայմաններին, ապս։ 
չզրդոված շարժումր կայուն Լ րստ Գ, Վ, Աամեն Ւ1//"
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