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Определение нелинейных уравнений движения среды в окрестности 
точки касания ударных волн

(Представлено академиком \Н \рмянгкой ССР С А Амбарцумяном 12/11 1971)

Рассматривается плоская задача по определению движения сжи
маемой среды в окрестности точки соединения слабой ударной волны 
АВ рис. 1, с дифракционной или точечной волной ВВ,. Предполага

ется. что среда описывается системой нелинейных гиперболических 
уравнений

հ օՍ Հ օՍД, ----  4- я.—
Ох ' оу

֊. ՕՍ
Օէ

(I)

где I есть время, х, у координаты точки, и \иг> — вектор, ком-
—

поненты которого дают параметры движения среды, А|. х. у)— 
— матрицы, Ф((7, х, у) — вектор. Вышеуказанная задача возникает 
при отражении ударных волн от препятствий, образующих в точке 
О угол, в задаче проникания твердых тел и ударных волн в жид
кость Возвращая ударные волны АВ и А1В1 в начальное поло
жение, можно заменить граничные условия на поверхности среды ОА 
через условия, заданные за начальной волной ОА„Вп, причем в точке 
О начальная волна образует угол.

Пусть невозмущенное движение среды впереди волны задается 
параметрами И IV< I, причем V’есть заданная функция координат. 
Тогда позади волны можно полагать
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о = V + и. (2)

где |«| ~ *, *<£1, причем * дает интенсивность ударной вол
ны. Подставляя (2) н (1) и учитывая, что I' удовлетворят (1), можно 
получить в первом порядке по * систему линейных уравнений. Реше
ние линейной гиперболической системы уравнений в окрестности точ
ки Л найдено в (12) через гипергеометрические функции.

Обозначая через т время пробега волны вдоль луча от данной 
точки до волны ВВХ, через 9 —углы нормали к волне ВВ1 в ее началь
ном положении (при приближении к О), через Л։ кривизну гипер
сферы, представляющей точечную волну с центром в точке (х, у), 
вычисленную в О, через —кривизну ОЛПД, в О, с0—скорость волны 
в О. можно найти уравнение волны АВ вблизи В в виде (։):

(О — 6П)։т = — ------- --------- (3)2с0 (*, - *2) '

% есть значение б в В. Выражение (3) может быть найдено из гео
метрических рассмотрений, с учетом равенства, связывающего 0 с дли
ной дуги $0 начальной волны ОА0, отсчитываемой от 0 до точки пе
ресечения луча, проходящего через точку (л՜, у) с ОЛ„ (3)

Из (3) видно, что дифференциальное уравнение волны АВ или 
характеристики в линейной задаче имеет вид:

д' __£о_(*1 — Ь2) /с*~ \2 
м 2 ск хо’б/

(5)

Дифференциальное уравнение характеристик в нелинейной зада 
че имеет вид (*): ՛ |

— с„ с1В 
(Л

(6)

где с„ есть скорость волны В(х, у, /) — О относительно частиц сре- 
• с!Вды, скорость частицы по нормали к волне, производная ----- от-

4//

с1- дВносится к частице, причем в координатах т, б, 4-— 4-
<// (II д-(11 д~

4/ б (1В
(Л 4/6

Можно обозначить через Л/,

волны в линейной задаче, причем

скорость

«Учитывая, что
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Равно скорости частицы относительно невозмущенной волны 

</-
- О, то есть гт։— н, /Д, записывая », У„ + а՛,, где Г„ есть 

а!
невозмущенное значение и„, из формулы (*) для скорости характе
ристики в первом порядке по •*

сп с 4-/. и՛. (7)

можно из (6), записанного в координатах 0, /, с учетом (5) по
лучить дифференциальное уравнение нелинейных характеристик для 
системы уравнений (1) вблизи В н виде:

£1 __ 47 < А>1 ~ / £1 \*
Ш ' 2 \О( ) Н, (М

Соответствующее уравнение второго порядка, имеющее (8) в
качестве характеристического уравнения, имеет вид:

с0 </(*,-*<) 1 * о11п?- —------------------------ ֊+- -------- ш.--------- о» -------- II
д(д- 2 сК дФ Нх д’* 01

(9)

где в силу произвольности >и наличия порядков малости — 90)։. 
д-Ъ , дФ д';<< —֊ • можно отождествить ~ с нормальной скоростью воз-

му щепного движения и полагать а»։ — ՝ причем в (У) дооавлено

с* 1п фслагаемое «՛.------ - • не влияющее на вид (Ь), в котором - дает значе-
о։

ние к՛, в линейной одномерной по т задаче, которое находится по 
дъ

лучевой теории (։), Смысл производной —^֊ можно видеть из про

екции уравнений движения (I) на касательную к волне в основном 
порядке (в которых возможно предельное упрощение) (։), которое 
находится значительно легче, чем (9).

Можно также получить уравнение движения вблизи В непосред
ственно из (1), которое и основном порядке можно записать в виде

Д+л.л+лЛ КР^—Ти. 
дх ду д-.

(10)

где А, ., з, Г-матрицы, Л = {Л(} —вектор, являющиеся функциями 
координат, причем н нелинейных слагаемых по и в (1) все функции 

заменены через я, Р по условию совместности и все производ
ные заменены на производные по основному направлению ’.

Пусть А ч, •*. у) <> есть дифференциальное уравнение .ха-
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рактеристической поверхности / О для линейного оператора в левой 
части (10), ; • Ц = —£■ » « = |

dx d\< dt
Тогда уравнение бихарактеристик или лучей имеет вид (4), [5|

dx d& dy o’A dt
- - ■ — ------ -----  9 —“— =. — ■ ■ -" 9 - - == — * ■■ 9

d - д В da drt d з д $ (И)

причем в силу однородности Д по ;, vh С

А(;, 1. О-(-С)-Д(а, ₽, - 1), а = з-г’ Р = 2Д‘ (12)

Полагая еще С — 1 вдоль волны А 0, можно найти а —А, 
Ох

dx л d? \ dt а л Л з ЙА-— — Д։, — - — Ар, —— =А;, А; =а Да 4՜ рАр. 
d -з d з d з

(13)

Систему уравнений (10) можно записать в переменных т, 0, /, 
где т const дает уравнение волн ВВУ в линейной задаче, 0 — const- 
уравнение соответствующих им лучей (13), причем по (11)

('41

Полагая р = — 
dx

д 
q dy

О 
s = — 

dt
причем

О , да о р 1-------1------------- .
д- dx О О

д да ,д 
д-. Оу д а

д-. д . д s ֊-----------+ — >
dt д - dt

dt
(15)

можно представить . . . d д d ,, d
</, s) по степеням —<£----- • ------<£ —

дЬ д-. dt db

(16)

где не выписаны производные первого порядка.
Разрешая систему уравнений (10) относительно и, находящихся 

в ее левых частях, можно для и։ - Р получить уравнение
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3 (Р. <?. 5)Р -|------ = ч, 5) к1 Р֊—. 
0- (17)

где Д есть определитель (10), данный в (И), Ац есть алгебраические 
дополнения элементов в А, содержащих коэффициенты при и։, и не 
выписаны производные низшего порядка

Подставляя (16) в (17) н учитывая, что Лц есть однородная 
функция р, д, 5 порядка п 1, можно получить приближенное урав
нение

д Ч 04
«3 ------ 7—Ох Оу

/06 I 0-Р 
\с*у I 1о6-

֊Ь дР (11п у
д' (11

~АЧ(>, ?, -\)к,Р^-> (18) 
О-. д-.

где взамен невыписанных слагаемых добавлено — 1п учитыва- 
д՛. сП

ющее амплитуду <? волны в линейной одномерной по " задаче.
Интересно, что формально указанное слагаемое в (18) можно 

д , д (/ 1п о 
получить, полагая з---------- ------------------ - и не учитывая влияния

О- д։ (11

— » -----» — на коэффициенты при р,д, з в Д. Полагая Р
д т д 6 01

— Ро^о и Ср;1ВНН^ая (|8) с (9) можно получить соотношения 
с о д-

= - (). + 1) ~(«Л. + з^) ֊ (19)
РА» /7։

и
Аа։ А- — 2 А,з А։ Ар Д,<1 Д՜ / 0 9 \• <7 1^1 — ^?) (՝ ■’0)

А* (։Д, + ?А?) \0х) ° (Н

причем к2 постоянна. Здесь р0, а0 начальные плотность и скорость 
звука в среде, которые введены для того, чтобы придать Р смысл 
возмущенного значения давления за волной. Соотношение (19) поз
воляет выразить нелинейные слагаемые в (18) через значение / в (7). 

Равенство (20) проверено для однородной первоначально непод
вижной среды, в которой (2)

= '• I Др՛ (21)

где Р(։) есть решение уравнения А (а, ?) 0.
Кроме того, можно проверить (20) для непроводящей первона

чально движущейся со скоростями V, и начальной скоростью 
звука а1, сжимаемой жидкости, в которой 1) имеет место

2(15



сП

причем Н:} н вдоль волны НВ^, обозначая через

з длину ее дуги, отсчитываемую от В. можно с учетом (14) записан

где угол нормали к ВВ՝ с Ол,
см

дЬ
» откуда —

<1х
0$

дЬ 1
Поскольку —— —  • из (22). (20) можно получить равенство

------;1 ч *

Для движущейся жидкости [2) 3 Уж« + Уг Д + и» I «* г ,8? — 1. 
откуда вдоль волны Д О получается справедливость (20).

В однородной сжимаемой первоначально неподвижной жидкости 
уравнения в окрестности точки В найдены в (•), в неоднородной жид
кости — в (’). В первоначально движущейся жидкости одномерные 
по т уравнения приведены н ("*’). двумерные и трехмерные уравнения 
в ('•■’). В электропроводящей однородной жидкости в плоской зада
че уравнения вблизи В найдены в (**), а в произвольной среде в (’). Уп
рощенные уравнения в одноротной среде могут быть получены так
же в окрестности особой точки Л рис. 2, где кривизна нолны в лн-

Рнс. 2.

нейной задаче бесконечна и соответственно кривизна кривой ?(з) рав
на нулю, причем линейное решение определяется переменными (”)

1 ,

х։ - а^д - 30у — /. У» —К, К (гЧ—’Л, )Л- (23)

Здесь ?(։) есть уравнение нормален к волне, А(։, 1) 0, на а-



о координат ж, у находится в точке О (рис. 2) миннкиияения нол- 
ы. а значение >, н Л дается равенством ?՜ (ц) 0.

Вводя операторы р, у, а и учитывая что линейное решение 
Г>лизи А имеет вид (“) р — ф(х։, уЛ, то есть Ժ- Լ2Ճ.Հ. ժէ 3 I

է*
о ж но подучить из(23)

Հ- _ Ճճւ 1 1
ԺՀէ 3 է 0у1 Յէ

(24»

упрошенное нелинейное сравнение получится н< (10) в виде 

<?Р (?Р <?Р
տ&հ + Տք + Ժ7 3։ О' / 

(?-«? И *?՝ (2՛)

де в правой части можно подставить (19).
Уравнение (2Г>) приводит к уравнения! работы (’» в задаче об 

жрестности точки Д (рис. 2) для медленной магнитоэвуковой волны 
। годится для определения окрестности точки Л с бесконечной кри- 
|нзной волны в произвольной среде.

Институт М1ТСМ1ТНКИ И Ш1АИНИВ 

Лклдсмии нлук Арыммсгой ССР

И V ригтльц

|քխաւ|այրփ ո; ցձափէ քւաւ(սւսար«էմճԼրի «Լ սքի օր»;»էմբ 
6արւ|ածափէ> ափքնԼրի միացման կ1.տի >ր«ակայГ«ւմ

Դիտարկվեմ է սեէլմե/ի միքա^այրի շարմման պարամետրն երի որոշման 
իքն^իրր կամաքա^ան անարի AB կետա/ք4է Ա6| .ատման կետի
մատք Օգտագարեեւով *^ւիքի Հավաաարոէմր գմտյիՆ քաեդրաէմ ատարսքան / է 
»շ դծաշին քաարակտերիստիկի դիֆերենրիտ^ հավաաարա^մր ե միշավաՄի 
շարմման պարգե9րա^ աշ հրային ա„արա» մն երր• Ե»«/1ր Հա^աաարաւմն երի
^1է ^ր ստարւքաե Է աշ ^մա/ին փպերատոշ^է է րի շարքի վերարմ ան մ I թ ո դ •,/ 
և կատարՀսէձ Լ ատակէք ած հաէ/աէէար^էմների \ամ եմ ատա թշ^էնրէ

Օտարված են նաե պարպերրած »շ հավաաարաւմներր ^ան^տղ
մապնետ^ձաշնային ալիքի եպակի կետերի շրքակա/քա^մ, ^ր^նք րն^Հանրա9Հած 
եՆ կամայական միք անայրի մեք եպակի կետ ա^նեք»9 ալիքի .ամարք
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