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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА
|гДК 517.9

Р С. Минасян

О стационарном температурном поле в некоторых криволинейных 
звездообразных телах

I (Представлено академиком АН Армянской ССР .М М Джрбашяном 16/ХП 1970)

I В работе дается эффективное решение задачи плоского устано
вившегося течения тепла в некоторых цилиндрических телах, попе
речное сечение которых представляет звездообразную двусвязную 
Область, когда на границе области задано распределение температуры, 
а внутри тела имеются источники тепла. Задачи подобного рода встре
чаются при определении температурного поля в элементах теплооб
менников, змеевиках и т. п.

и

Рнс. I

Пусть имеем цилиндрическое тело (рис. 1), ограниченное поверх
ностями

при (2р - 
л

Здесь и» = с!£ — ։ О - угол между касательными Е1)\\ ЕЕ\ п— чис

ло вершин; — О, 1. 2.л— I
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Функция распределения температуры U(r. ф) удовлетворяет у p;if։. 
нению (։) 1

o։U , 1 0U ,1 &U 1 .
5й+7аГ4?г--тв(г-Л <՛։

где / —коэффициент теплопроводности, и՛ (г, ф) — интенсивность теп
ловыделения. и граничным условиям

। _ ։։ц\ 1
4/(₽/’•* " -?) = ТДф); > I

U (R.£

Предполагаем, что функции Г0(о) и 7’։(ф) непрерывны и почти всюду 
на (0, 2 г) обладают производной с ограниченной вариацией, а о>(г, ф) 
удовлетворяет условиям Дирихле. Кроме того, предполагаем, что 

2к 
/ (г. с) периодическая относительно с функция с периодом —: 

п
/ 2~\Г '*,?•—) = (/(г, ?). Вследствие периодичности достаточно рас- 
\ п / i

• > —.
смотреть 6/(г. z) при О у < —\ причем должны выполняться усло- 

п
ИМЯ

Прежде, чем переходить к построению решения, преобразуем 
систему координат, обозначив

re՜"'1 = Rye^ = (4)

Тогда новые неизвестные функции

U (R^^"' Л т,)-6/ /?,е

и (/?,<>»1 ’

л
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к области 0< «<-—=== |ц: о<ц<^- удовлетворяют уравне

нию с неразделяющим вся переменными

| д'֊ и, л дги1 . &и, 1
: _л5՜՜2’^ ■^ = _ти,(Е՛ ■”•<'=1:г’ <6>
|| граничным условиям

и(0, т,) = Т^-, и,(с!, т() = ГИ(Т<); 0) в ^(: Ь}

ди. ои>-----=----- 7 ------ —
|Д д;

ди. ди..------ *----- а 2. 
д\-------- д': (7>

рдесь введены следующие обозначении:

Поступая далее так же. как ранее (:). будем искать функции 
(?. т,) и и.(-, г,) одновременно в виде двух разложений в ряд

й (;. О = V ДСП (т,) ЯП Т* 5= ֊— + V £<'• (Ч) СО5 (/ = 1; 2) (У)
■ *-։ «-1
гд՛

а
■ -!*=-; /'"(т()= 4 и.(:, т()8ж7*^;;

(I д
1 о

4
=— I л)С057*с</:.

Л
В

Для определения Д'Ч'.) »> умножим уравнение (6) поочередно 
• •)

Н$—51п7* ։</;; —СО$7*։<7€ и проинтегрируем от 0 до с/. Принимая
</ (!

но внимание (7). будем иметь:

а
//»* (т.) 4- (\)-дЛГ(т<)= ֊4 ֊ «’/(=. ч)51п7»с<Л ь

I VI и
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+ I* I г.?'1 (4) - (- IV Г Г (г.)] 1 -֊ ֊ 4 р1'՛ (*а; 
а

^>,(та֊2п.д(П’(ч)֊т’я։>(ч) = ֊
а

— «'/(?, 4)соз тД</Е

*

+ 21 |Г(1"> (1) - (- 1)*77'’(т()]-г2«'>0?) + (- 1)ТД«“Ь) | = -~(?№.

Здесь обозначено

Граничные условия для /"• (>,) и g(̂ (vl), согласно (7), будут: 

Л”’(0) = /<՛>(*) =£<”(0) = = 0;

(о> + = /«> (Ь) + = о;
(12)

«Г (0) - ат./^СО) = ֊ 4 I Т™ (О) -(֊1)‘Г<։> (0)1: 
(1 

«?>^)֊М’^ = ֊֊ 17^0)-(- 1)*Г<։>(*)].

Решая уравнения (10) и удовлетворяя условиям (12), для /,1П(4) и 
^,‘(4) получаем следующие выражения: 1

/*" (4) = ; ~у ~[([ зЬ г[»(6 — т)) у |/>։>(г0) соз а;» (ч — ^) —

— 0?’ (41) 51П 27» (4 —’11)]81։ ’7*41

ь

ч

17м*1’(41) сое ։;»(41 4)

О',1’(4?51п 27» (41 ■ 4)]811’7*(Л I

(13)

кГ‘” —УТ------- 7 ! 8,1 *1» ~ 4) I Iр'" (41) 81п ®7*(4 — 41) +

*7*4^Ь *7 I м1
о

ь
•+• О',’ (41) С05а7,(4 — 4,)|зЬ *7,4, (6(։—$11 *7,4 (А*,1’ (41) 81п ։7»(4։—4>-

<4” (41) €03 1-1,(7/, 4)1 311 *7Д* - 4,) (/41 !
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и!,11^-֊ ( ։ - (о¥Чт„։( I -Л։)</,„

Здесь обозначено * = | 1 а< Аналогично для /’/’(ъ) и #'/*(»<> имеем

2 I С/*Р)<Г|) = —— ------ сИ »•» (А — т() I (Р2>(тп)со$ (т( - ъ) -
»7>ачп *;»А I 1

1 )*Г{2'(0)I $1п ։■;« т.

д

I (^,('.) СО8 ат։(^ - /Л О^’л) <1п ։,»( 
с/
*

— а(Г(<г»(А) — < 1)* Г|'-,(АВ ։,» (А /,)

сЬ (А — т)) (Р,:>Ы <<п ։т* (т, - т„) 4֊

+ <^7<։)СО5а՜.* (Ч-’пНсЬ *7*т„^։4֊в(Гв<։>((>)—( 1)>Г,1 •'(<>))<<»՝

(^-<т<։)«1П »7ИЛ| т<) О^лК'» ։74т.1 - ’ЛК*! »'.4<А-

+ а (Г0(2,(Л| — (— 1 )*Г։(?)(А)) СО5 ։•'* (А — ։()

«I»(л) = С,- ֊■ (|<л ՛.,) 

ц
֊ Г/ (т„) 4- ту (Л1)

(14>

— сЬ -*7*/)

2 I
ПиАНу; ։ Л I

+ «(Т“>(тп)-Г<։<Ы)

где Сц постоянная, которая определится н дальнейшем. При этом 
должно выполняться следующее условие:

п-чта а *։(:. Т.М= ֊ 0.

05>
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В выражения (13) и (14) входят неизвестные значения
Г,(|’(т,), 7՜'՜’’(л) и 7՝}г)(т,). Для их определения потребуем выполнения 
первой группы граничных условий (7) вторым из представлений (9) 
функций (Л(;, т,):

А^Чч)
2

(х)^֊4֊ У ^'(л) = ЛИч);
2 Й1

2( 1)1я1'>(^=г<Чт(). (16) 
»■=։

Рассмотрим сначала случай, когда 7=1. Умножим оба соотношения
•> ; - . лЗйЗ

(16) на — $1п о/ г,(/ г(. где 8/=^—. и проинтегрируем от 0 до Ь.
Ь Ь

Замечая, что ряды в (16) сходятся равномерно при О < т։ Ь, 
вследствие чего возможна перестановка знаков суммы и интеграла, 
а также учитывая (10) и (12). для коэффициентов Фурье функций 
П'Ч^) и 7'<1)(т1) получаем

С1|*0,(7 — (-1)4-05 74,4/ - Г| ՝ 1 Л’(Л
ДО» = ֊ 4 тМ------ --------- ------ -------------- V ------- 1------ ------- 1—*— +

1 ' & ь»+ гр* ֊4^֊^ -

(17)

Здесь введены следующие обозначения:

= 28/ Т.^{^ (— О’”(’։)! 510 0/14/^;

Л,;’ = 7^1/1.|,’(О)֊(- 1)У<‘;»1;

ь
р՝;> = - ֊֊— !|с11 соз։г,</| (‘|7՝^ (т,)-г(-|)«тр (У()| х

$п *о/ (1 | 1
о

(18) 
ь

X 005 8/7,^- [156-*/4/ 4- (- 1)4 510 14, 4/| рГ,}1» (7()-(-1)‘7’[|’ (7,)| X

X 51П О/ 7^6/г, — -՛, (;, 7,) |$1П 8/ (7, ! 1') 811 70/((/ — ;) 4-

4֊ (— 1)'51П 8; (т( эй 1;)811 МО/-| с/т, I •

В свою очередь, Лу>, согласно (13) и (18), выразятся посредством 
из следующей системы:

Л/о։ = 4։ *7
сЬт(11Ь — (—1)*С05а7*д " |1 4-(֊֊ 1)/4'| В;4’ 

Ь $1։ »Т*Ь /.1 (Т* 4֊ 8;)- Ь-; ֊ 8-
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ч е
/•

1,= ,2ъ Г I ( [ ('<) -(- 1 ('б)|р51։՝։7*Л81։*7*(А-֊»;)$ п о |
О

+ * СОЗ а7*т) ей *7* [Ь — Т4) — ( - I)’ (։ 51п 17* {Ь — т() зй - 
ь и 

I с с- »соз։7*(6— 7()сй *7*^)1- — I Ш։(5, ц) [З1п 74(37, 5Й <;»(Л-7,)

— ( - 1)' з(п 74 (э Ь — ат( ;)5Ь. >7» т()| (/■</>, * (20)

Таким образом, для определения неизвестных Н и А՜՛ поп- I А
или совокупность двух бесконечных систем линейных алгебраических 
[равнений (17) и (19). Займемся исследованием полученных систем. 
Определим вначале суммы модулей коэффициентов в каждом из 
равнений. Сумма модулей коэффициентов в у-м уравнении системы 
17) равна

։ V 51П (1

։ ей

, соз «8/ г/
(1------------т—

ЗЙ •'>! &

Аналогичные значения получаются и для суммы модулей коэф- 
ициентов системы (19). Второе слагаемое в выражении (21) убывает
экспоненциальной быстротой и. начиная с некоторого у, о,

ие неравенства ( г |< 1. 
о

становится меньше 1. Заметим.
вследст- 
что при

—= суммы модулей коэффициентов систем (17) и (19) 
I 5

строго

1еньше единицы для всех у и к и при любых отношениях — . 
(>

истемы вполне регулярны. Свободные члены //, ’ и как

е.

легко
Ьидеть из (18) и (20), ограничены в своей совокупности. Из теории 
ресконечных систем (’) следует единственность ограниченного реше
ния систем (17) и (19) и сходимость методов последовательных при- 
рлижений.

Рассмотрим далее случай 1 = 2. Умножим соотношения (16) на

- сох О; т,г/т, и проинтегрируем от 0 до Ь. Поступая аналогично пре-

идущему, пол\ чаем

сП -(֊!)-005 70/(7 11 +( -!)* '!(*;
/71, (7-Нр2 —4 5*7*0; ~ГЧ'

(22)

= 
/
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1)
Л 811 Г'/Л

где введены следующие обозначения:

Л

! ( ։) ' т ֊-»(7()| СОЭ^тр/^;

Л/<՝« = и | /т (О) - ( |)>;и) (Ь)] 2> [ (0) ֊ (- 1 )* Г,<2> (0) -

Л и

а п»(£, т,)[со> 8/ (г( а֊)я!1 — ;)4՜

<• и

(— 1)' СОЯ о, (у, з (/ — я£) $Ь *0/ :| (1\ (1^ 4֊ 11 811 *2/ с/ -|-

ь

(I

(— 1)" 7\а>’( »|)] СОЗ 0/ У1(1\ 4֊ V [с11 —

— (— 1)' сояа&; 4/|

а
+ ֊ (1 + (֊ 1)’)(Л՛-’ (0) ֊ Г/2) (())-(֊!)/ г») (Л)-н- 1)/ Г<2»(А)) !

» </
2 11 (‘С'V1 = — , . — »•.•(«. '«)[81П 7* (5 4- а-^с!) *7* (/» — 7)) 4֊

ьп т-,> о I л л
& о

ь
4- (֊ 1)' 51П 7* (а£ - —-)сЬ >7» ?,]</;</?, 4- | Г,!21‘ (>,)—( -1)*Г։<2» (Л)|

V

X (%51П 37*7,СИ (Ь ',) V СО8а7*7/՝Ь *7* 1Л

4-(— 1 )՝ (։ sin а,* (А — 7,) с!։ *-։*т/4-*сок «7» (Л 7,) $Ь ■

Для у о имеем

142



Л'о' ՝ - մր/;
Ь մ Հ> (մ — 2;)Ժ;—

֊ 7?»^) + Г<»(т.)

0 ~

Ե մ

>հմ

'֊ I 7'<Г’ (0) ֊ Г’21 (0) ֊ Г’-» (ծ) + 7<-> (ծ)| -

Таким образом, для определения Л}1* и получили совокуп
ность бесконечных систем линейных алгебраических уравнений (22) и 
(24). Исследование полученных уравнений показывает, что при |։|С0.9 
суммы модулей коэффициентов в каждом из уравнений (22). начиная 
от к > 2; у > 2, строго меньше единицы. Свободные члены и ՝*,
как легко видеть из (23). оставаясь ограниченными в своей совокуп

ности. стремятся к нулю с быстротой • Согласно тео-

рии бесконечных систем совокупность систем (22) и (24) имеет 
единственное ограниченное решение, которое может быть получено 
методом последовательных приближений.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

О. II. 1Г|«ЪШ13иь

16'ոջ 1|пгик|||Л աստղաձև ժարւք|ւ&նԼւ*ու<( սսւսւ<յ|։։ւնար ^եր։1այ|։ն ղա?ա|> ժասէն
Հողվածում դիտարկվում Լ երկկապ կորագիծ աստղաձև կտրվածք ունեցող 

ղ/անա յին մարմիններում քերմաթյաՆ հարթ կայունացած հոսանքի իւնղիրր. 
Կոորդինատական սիստեմի ձևափոխման շնորհիվ իւնղիրր րերվսւմ է, չտրոհ-



վոգ փոփոխականներով (6) հավասարման յոլծմանրլ Լուծումը տրվում Հ լլսս, 
եոանկյո, Նային և ցուցիչային ֆունկցիաների շարքերի միջոցով, որոնց ան
հայտ գործակիցներր որոշվում են գծային հանրահաշվական հավասարումների 
(իովին ոեգույյար անվերջ սիստեմներիցւ
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