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Проективное изгибание т- сопряженных систем

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л Шагнняном 28/ХП 1970)

1. В проективном пространстве Рп (п = тр — 1 4֊ о, 5 = 0, 
т 1) рассмотрим вполне фокальную псевдоконгруенцню (') /,(та—1)- 
плоскостей Рт-\. К каждой плоскости рт_\с.Ь присоединим подвиж
ной репер {Д„} (« = 1,. - л 1) такого вила: точки А1(1 = !,•••, т) 
являются фокусами рт-Х\ ттА_։ ֊. Дт| - (Л 1) — соприкаса
ющееся пространство Л вдоль />„_։ (Л = р); (тт/|_։, Д,аА+/) —ли
нейная оболочка ■:«*_! и Л — соприкасающегося (Л р 1)
пространства в точке Д< той кривой сопряженной сети (А,), каса
тельная к которой не лежит в рт । ; .4, (5 = тр 4 1,-• •. тр т ’) — 
произвольные точки, линейно независимые между собой и с точками . 
Д։,--. Атр. Уравнения инфинитезимальных перемещений репера име
ют вид: (1Аи = причем формы удовлетворяют уравнениям 
структуры Р» :</«>2 = «*Л“’» ("• г'< «’=1.---. " 4֊ !)• При указанном 
выборе репера и некоторой дополнительной специализации имеем:

ш:?А+Лн/=° л=2,--,Р-1).

^(А-|)+< = ° (* = * (Й+ 1)+!,■••, тр + -.), 

и)т?Л*-1)т1 = Ш' (Л-2. -'. Р-0.

шт(р-1)+/ = = тр 4-1.---, тр 4- =).

<МШ = °(^/’ Л = 2,. -,р-1).

рр-пи = а!‘а‘ ’ 4 = ’ (I)
( _ 1)4-/ Д- ШV 1)41 Г

и>/ Л ^4-^(24֊ш')-^;р֊^ л* &'<•>*
»■«. /

Л ֊ Л“Ж‘,+' = °-

Л ~и)< А 11а{ 4-^(՝^։;

Мг«ГП-. мги
♦пиит
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= 0.
/

«и Л 1</<н + о; («>՝՝ — * 4֊ ш{ — и»'’* 91 = 0.» ' 1**4 ' / ՝ з гл(р-1)П I т+/'1

В (1) и в дальнейшем по индексам /, /, А = ],•»•, т, если не 
стоит знак суммы, суммирование не производится.

Известно (’), что все фокальные поверхности (Ак) вполне фо
кальной псевдоконгруенции /- являются /п-сопряженнымн системами.

2. Рассмотрим в пространстве ря псевдоконгруэнцию р\т -1) — 
плоскостей рл,_։» реперы которой специализированы также, как 
для Л. Тогда имеют место уравнения (Г), полученные из (1), если 
над всеми буквами ш поставить черту. Соответствие С:(Д/) — (д () 
(/-фиксировано) назовем проективным изгибанием порядка Н, если 
для каждой точки Д< существует коллинеация К: Рп ~*~Рп такая, что 
поверхности (д() и (А'Д,) имеют в точке д4 = С А, аналитическое ка
сание порядка А, т. е.

А</'Д,= 3Д’ ՝ А1 1, ■

где зи~1, з,х(и = 1,-• •, А) — некоторые формы. Коллинеацию /< на- •
зовем Л— соприкасающейся (она совмещает дифференциальные окрест
ности порядка А у (Л/) и (д,). •

Проективное изгибание двумерных сопряженных систем изучено 
в (г). В настоящей статье рассматривается проективное изгибание 
^-сопряженных систем при т. >2.

Имеет место следующая
Теорема 1. Для каждой Л-соприкасающейся коллинеации 

(3<А <р, п>2т), реализующей проективное изгибание порядка й. 
имеет место

АД; Др А Д ш> +/ — Д /их -; 1 ‘ . А 1), КД^х+у —

= Дтх+у (У ¥= ^> }• = 0, • • •, Л — 2).

3. Пусть з>0 и С-проективное изгибание порядка р между 
/л-сопряженными системами Ут и \7т. Тогда, используя теорему 1, для 
пары (рт. С) мы получим следующую систему уравнений:

"Х/, = да = о е--=0,--., 9 ’; н<М7=Н).
= -0(>. = 0,.--, 9-2; р<л; к I).

/ Л^' = 0 (/. = 0,..., Р-1; (2)
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(2)

= 0 (/. = 0.---, p-1; k*i).

m(p-i>HA*»' = O (s = mp+ I.--., mp + i).

Здесь ֊ ш₽ _ ■»«.
Из (2) получается
Теорема 2. Пара (С, (д,)), гае С : (А։) —(д^ — проективное 

изгибание порядка р, (Ai)cP„, (д^ар*, п = тр - 1 4՜ 3. з^>0. оп
ределяется с произволом тгр - з функцией одного аргумента.

4. Пусть теперь о = 0. Тогда для пари (С, (Д()), где С—проек
тивное изгибание порядка/? между (А/) и (д(), получается следую
щая система пфаффовых уравнений:

,: = 0(« + т0>-|) + /); V.,,.,, , = к,»Л

’S?Alw=-:;;i1H/=o(x=o,--, д-i; j+ty.

е=°.-. р -i; *+п-. <з>

° р-п

Внешнее дифференцирование (3) дает: ■
|JXZ 4- ).,(2ш{ - ' - «^;')| Д "՛ = 0 (4)

bpt 4֊ ар / = 0, bp֊t 4- a'jt = 0, bfy - ар * = 0. (5)

Равенства (5) эквивалентны соотношениям:

a‘,ai = W՝ aka'^t =-ь',.ь\ br (6)

Более того из (4) видно, что все /.< можно привести к единицам.
Тогда-(5) принимает вид:

а; 4- Л' = 0. (7)

5. Если р — соприкасающееся пространство некоторой кривой 
/с(А։) совпадает с (р 1) — соприкасающимся пространством (А(), 
то кривую I назовем асимптотической. Уравнения таких кри
вых на (А1)

£'(<в< К + а' («>' )л = 0 (< фиксировано)

Если 7;,_։. Р — асимтотическне кривые соответствуют на всех фокаль
ных поверхностях псевдоконгруэнцни А, то £ назовем псевдоконгру- 
енцней 1₽.

Необходимые и достаточные условия такого соответствия выра
жаются равенствами (6).

Псевдоконгруэнцию IV назовем псевдоконгруэнцией R, если од
на (а тогда и все остальные) ее фокальная поверхность будет нзо- 
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термически—асимптотической, т. е. если уравнения я — асимпто
тических (Д|) имеют вид:

(^)г (и? )л = 0 (/-фиксировано).

Отсюда вытекает, что псевдоконгруэнция R характеризуется ус
ловиями (7).

В Ртр-\ псевдоконгруэнцни R зависят от т(тр — 1) функций 
одного аргумента. Фокальные поверхности псевдоконгруэнции R на
зовем поверхностями R.

6. Таким образом, равенства (6) означают, что £ псевдоконгру
энция 1Г, и более того, в силу (7) I- — псевдоконгруэнция R. Из (3) 
и (7) получаем д' + = 0, т. е. д — псевдоконгруэнцня R.

Итак, установлена
Теорема 3. Пусть С: — проективное изгибание по

рядка р т — сопряженных систем Ут и ~ут пространств Ртр.х и 
Ртр-г Н этом, и только в этом случае Ут и 'ут будут обе по
верхностями R Пара (С, рт) зависит от т функций оОного аргу
мента. Заметим еще, что если С- проективное изгибание порядка 
р - 1, то Гт и проектнвно эквивалентны.

Из симметричности системы (4) относительно фиксированного 
индекса / и индекса / / вытекает.

Теорема 4. Соответствия С/: (А,) -* (д) и индуцированные 
проективным изгибанием С:(А։) — (д,) (I—фиксировано, ) ^1) по
рядка р, будут проективными изгибаниями порядка р.

7. Имеют место также следующие теоремы.
Теорема 5. Тройка (Ут, ут, С), где С :Ут -* — проек

тивное изгибание порядка р. т сопряженных систем Ут и 
пространств Ртр_х и р , зависит от т2р функций одного аргу
мента. , ' . ' '

Теорема б. Если одна из псевооконгруэнций некоторой по
следовательности Лапласа из псевдоконгруэнций (т— ^-плоскос
тей является псевооконгруэнцией R, то и все другие псевдоконгру
энции этой последовательности того же типа (получаем после
довательность /?).

Из теоремы 6 следует, что фокальные поверхности всех псевдо- 
конгруэнции последовательности R будут поверхностями R и что ес
ли соответствие С : ]/т ֊> \/т—проективное изгибание порядка р, то 
соответствия, индуцированные на всех соответствующих преобразова
ниях Лапласа Ут и ут, также будут проективными изгибаниями 
порядка р.

Всесоюзный «аочнын финансово-экономический институт
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I. Դ. 4|4||Ւ1ԵՎԱ

րո-նամււ1|ուձ սիստեմ ների պրոեկտխ| ծոումր

պրոեկտիվ ծոոէմր Pn և ի>* սլրոեկտիվ տարածոլ լուննձրռմւ

սիստԼմների 
տԼտարյոաու -

իք [ունր \անդիսան ու մ է (&) աշիւատանրի րնդ՚անրադումրւ
Ւիցուկ C > 0 և (Հ-ն թ կարդի /Ո^համա/ուծ և |Հ^ սի ս tn և մն ե ր ի

սլրոեկտիվ ծսոէմՆ Լւ Ալս սւայւքաննեքփ տերյ/i ունի հետև լալ թեո-

րևմԸ

Թհոյւեմ 2: (C, Q,)) հ^քդբ 'որտեղ C; (At) — (7Լ)/> Կա1’1Ւ “1!'"’ 
եկսփ.{ ձոում է, (Ai)C.'p^ Ո ~mp — \ + 3,3>0, որոշվում / 
մեկ արդոէ մենսւիղ Ri''թ 4՜ 3 ֆ Ոէ նկդիան երի կա մա լականա թ լամ ր է

!>րր □ = օ ղտ լղ է տրվում, որ Ա փսև ղոկոնղ ր ււ են ղի ս/հ հանդիսանում 
4 քՀ փսեդոկոնէլրու ենղիա հետե լալ սլալմանի

ս[ + ծ^ = 0

կատարման դե Ալրում: Ալնա հետև, երբ
Հ, որ /ք կարդի ծոո/մ իէուլլատրտմ են

z —֊ 0 և ո = mp — 1, ասլադոէ *րիո մ 
միայն քՈ^համալու ծ P սիստեմները

ե ալդ ՝տ ու կա իք լոէնր սլա ւսլանվսլմ է ն րան ւլու^ աո աջ ադա՛) Լա սլլա սի ա,՚որ- 
դականու իք լաններա tf: Ալս փաստիդ հետևում Լէ որ քյ հա ' որդականա 
բոլոր փսև դոկոն դ րուեն դի ան ե րի ֆոկալ մ ակե րևու լիքնե րր կլինեն քՀ մակերե- 

ք*ոչոր ան հրամևչտ դե սլրերոէ մ ասլադա դվում են դոլա իք լան թեորեմներ
րր։
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