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Понятие внутренне устойчивого .множества и связанные с ним 
понятия ядра и числа внутренней устойчивости графа играют очень 
важную роль в .многочисленных приложениях теории графов: в тео
рии игр, в теории транспортных сетей, в теории информации и т. д. 
Особенно хочется отметить известную задачу теории информации 
(’■•*).  поставленную Шенноном, о богатстве кода, составленного сим
волами данного алфавита, которая сводится к нахождению макси
мального внутренне устойчивого множества в декартовом произведе
нии графов. Здесь важно знать число внутренней устойчивости в де
картовом произведении графов, которое и определяет наибольшее 
число не путающихся между собой сигналов. Шеннон нашел доста
точное условие, с помощью которого можно вычислить число внут
ренней устойчивости в декартовом произведении графов. Однако на
до отметить, что практически проверить это условие для конкретного 
графа почти невозможно. В настоящей статье найдено легко проверяе
мое достаточное условие для вычисления числа внутренней устойчи
вости в декартовом произведении.

* Ми придерживаемся, в основной. термнноло! ни и обозначении

Пусть дан граф О = (X, 1У) = (X, Г)*.
Подмножество вершин 5сХ называется внутренне устойчивым, если 
никакие две вершины 5 не смежны, т, е.

րտոտ 0.
Числом внутренней устойчивости графа О называется 

а (О) — шах |5/, 
ծ՝

где максимум берется по внутренне устойчивым множествам графа 6’.
Декартовое произведение двух графов О — (X. /7) и Н = (К, 13 это 

граф () Н, вершинами которого служат элементы множества Л' V, 
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т. е. пары ху, где л( X, у£ У и две вершины ху и х'у' смежны, ес
ли они удовлетворяют одному из следующих условий:

։• * = < (у. у')6 И
2. (х, х')Си, у = /:

3. (х, х')('Л (у, У')6«/-

Аналогичным образом можно определить декартовое произведение 
О, • О։Х--ХОЯ графов (?։, 0։,---,6я и, в частности, когда О։ = б, 
= • • • = О„ — (}, получим Оп = бхОх • • • Хб.

Однозначное отображение з, переводящее множество А'.сд в себя 
называется сохранным, если

у^х, у Гх------► ->(у)#=з(х), з(у)^Гз(х|.

Ясно, что это отображение сохраняет несмежность вершин.
Сохранное отображение называетса с ж а т о - с о х р а н н ы м. если

я(Л՜,) = {з(л)/х£Л'։| -внутренне устойчивое множество.
Сжато-сохранное отображение называется полны м, если Л'։=Л'.
Очевидно, что если □ полное сжато-сохранное отображение, то 

|з(А')| = а(б).
Шеннон доказал следующую теорему:
Если хотя бы для одного из графов С/ и Н существует пол

ное сжато-собранное отображение э, то

1 (С1 Н) - ։(0) з(/7).

Используя результат Шеннона, мы докажем теорему, которая 
даст возможность очень просто найти число внутренней устойчиво
сти и множество внутренней устойчивости, содержащее наибольшее 
число элементов для одного класса декартова произведения графов.

Теорема 1. Если граф б = (А', £7) не содержит простых 
циклов нечетной длины, большей или равной пяти, то для него 
существует полное сжато-сохранное отображение.

Доказательство. Предположим обратное: пусть граф а не 
обладает циклами нечетной длины, большей или ранной пяти, но для 
него не существует полного сжато-сохранного отображения.

Рассмотрим множество сжато-сохаранных отображений Пусть 
з0—такое сжато-сохранное отображение, которое определено на наи
большем числе вершин графа 0՝. Другими словами, если А'։ — мно
жество вершин, на которых определено отображение з, то |Л ,| < 
ддя любого отображения а. Ясно, что X - А для любого з, в про
тивном случае з было бы полным сжато-сохранным отображением, и 
теорема была бы доказана. Следовательно, существует такая вершина 
а £ А', которая не принадлежит множеству Л'։>. Обозначим через 
множество всех таких максимальных путей
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1‘= 1« = Уо. X}, Уг хг. У։՛

где х;, л“4, • • принадлежит з,(А\), а з0(у}‘) = *У,  (УГ< У* Ч|) £V- Мак՜ 
симальность пути здесь понимается в том смысле, что не существует 
пути, принадлежащего множеству и содержащего путь ц. Сущест
вование таких путей следует из того, что вершина а смежна хотя 
бы с одной вершиной из множества з0(А\).

Заметим, что пути ц не могут кончаться вершиной х{, а0(ху) = 
— ху, т. е. х;^з0(А'։). В противном случае, определив сжато-сохран
ное отображение а,', следующим образом

<(У*_,)  = для всех р, 

<з(1(х) = х, если х£Х,„ х^у^_х.

мы получим новое множество путей Е^, которое уже не содержит 
путей, оканчивающихся вершиной х*.  Если еще существуют пути, 
конец которых принадлежит множеству зи(А',0), то повторив эту опе
рацию несколько раз, в конце концов получим такое сжато-сохран
ное отображение з0. для которого конец всех путей не [принадлежит 
=0(Л\). Но тогда, выбирая для каждого ху однозначным образом не
которое определенное уу , можно определить следующее отображе
ние

з'(л) _у;, если з0 (х) = ху, 1=\, 2, для всех путей

='(х) = з0(х)г если вершина х не принадлежит никакому из путей 
т. е. 'и(-И=^ху, о'(а) = а.
Очевидно что з' будет однозначным отображением.
Пусть 5, — множество всех вершин у1/, а 5։=о՛ (Х>')\ {-$։ II (а|}- 

Покажем. что множество а' = \ и II |я) - внутренне устойчиво.
Во-первых, множество вершин 5, не содержит в себе смежных 

вершин, в силу того, что множество 5.сз։(Л',.), а зп(Л',„) внутренне 
устойчиво. 5, не содержит смежных вершин с 5,. так как 5։(15։=0. 
Во-вторых, множество 5, внутренне устойчиво: если две вершины 
одного пути у; , уу то (уу՛, уу)~£7 в силу того, что в графе не 
существует простого цикла нечетной длины, а часть цикла от уу до 
У,՝ — 11 |У,‘, У;՛ 1 простой путь четной длины, отсюда простой цикл

- У/ 1 и (У,‘ ’• У,1) имеет нечетную длину, большую или равную 5, 
Последнее вытекает из того, что в путях множества Е, не существу
ет дуг (у>, у; ,). Если у*՛.  у/’^5։. ц։, Н^Е,,, то опять (у՛;՛, у՝;՝)՜^ и, 
потому что, если х последняя общая вершина на путях н и ц. до 
вершины уу՛, уу», то часть путей н |-<, У/‘| и = |х, уу։] имеют длину 
одинаковой четности, независимо от того х = ху՛ или х = уу՛. Отсю
да простой цикл |‘, |х. ур]и (у,1՛, У/) и |х, уу*]  опять имеет нечет-



ную длину, большую или равную 5. Получим, что — сжато-сохран- 
ное отображение. Последнее вытекает из внутренней устойчивости 
յ'(.¥Հ) 6 * * * * 11 113 определения а'. По Х,'(1 = Х, Ս |а} и отсюда |Л',|<Հ|Л'Հ|, 

что противоречит определению сжато-сохранного отображения %, 
i Теорема доказана.

6 (G) = sup С a(G՝'’). 
Л

и назовем ее емкостью графа G.
Кстати, заметим, что для большинства графов, например, для просто

го цикла длины 5, определение 0(G) представляет собой очень труд
ную задачу.

Из теоремы 2 вытекает
Следствие. Если граф G не содержит простых циклов нечет - 

ной длины >5, то S(G) = «(G).
Очевидно, что теоремы 1. 2 и последнее следствие верны и тог

да, когда граф, вообще, не содержит циклов нечетной длины.

Ереванский полнтехннческин институт

U. Դ. րԱՐԿՈՍՅԱՆ
Դրաֆների ղԼկարայան uiruiHiqr |Ա1|ի նԼրէին կայունության pi||i մասին

Հողված Ո t մ էքանված Լ Ներրին կա յա նոլ1,յ ան թՒվր կենտ երկարության 
Լք^կյեր չսյարոէնակոդ ղրաֆներր ղեկարտ յան արտադրյալի Համար» Ասք ա էք ա էք - 
ված 4» '>ր ներրին կայունության թիվր արտաղրյալ դրաֆի Համար Հավասար Լ

Очевидно, что обратная теорема неверна.
Из теоремы 1 и из теоремы Шеннона вытекает.

Теорема 2. Если хотя бы один из графов G и не содержит 
простых циклов нечетной длины, большей или равной 5, то 
a (GX.H) = a(G)-« (Н),

Ясно, что теорема 2 верна и для декартова произведения графов 
G„ Ga, •••, Gn; в частности, если

G։ — Gt = • • • = Gn = G, то з (G՞) = a" (G).

Последнее утверждение имеет важное применение в теории инфор
мации и дает возможность тривиальным образом найти самый бога
тый код, имеющий длину л. Для этого достаточно взять элементы 
множества

SO = SXSX--XS.

где S—внутренне устойчивое множество в графе G, содержащее наи
большее число элементов. S, будет внутренне устойчивым множест
вом, содержащим наибольшее число элементов в декартовом произве
дении G\Gx ■ • • XG = Gn. Это следует из теоремы 2. так как |SOI = 
= з(О’), a |$| = ։(G). Следуя Шеннону, обозначим через
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արտադրիչ գրաֆների ներքին կա յունութ յան թվերի արտ աղրյալին, եթե ար- 
տա գրիչներից պոնե մեկր չի պարունակում կենտ երկարութ յան էյիկ^եր։ Վերջին 
փաստր ունի շատ կարևոր կիրաոութ յոէն ինֆորմացիայի տեսության մեջ' 
անրյուդոլ թողունակութ յոլնր որոշելու մամանակւ
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