
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LII 1971

МЕХАНИК*

! УДК 539 37

Ю. С. Ншанян

О двух задачах, снизанных с кручением составной сферы

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н X. Арутюняном 12/Х 1070)

В работе рассматриваются две задачи кручения составной сферы, 
когда сфера скручивается произвольной осесимметричной нагрузкой. 
В первой задаче скручивается сфера, составленная из различных ма­
териалов и соединенных вдоль диаметральной поверхности. Решение 
этой задачи дается в замкнутом виде. Во второй задаче соединение 
двух полусфер из различных материалов ослаблено экваториальным 
кольцевым разрезом. Решение этой задачи сводится к решению ин­
тегрального уравнения Фредгольма второго рода. Простейший случай, 
когда сплошная сфера скручивается сосредоточенными моментами, 
рассматривается в работах (| 2). В постановке аналогичной нашей, за­
дача кручения двухслойной полой полусферы исследуется в работе 
(3), а когда часть торца закреплена— в работах (*• '). Некоторым кон­
тактным задачам, связанным с кручением упругой сферы, посвящены 
работы (6> |։).

1’. Задачу будем решать в координатной системе (;, О при по­
мощи функции перемещения Ч1՜ (/, ։)• Координаты (, ; связаны со сфе­
рической системой (р, в) (рис. 1) соотношениями

Рис. 1.

cos0, / — In —: (А?—радиус сферы) 
Р

(1-1)
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Функция перемещения Т (Г, Е), которая в области осевого сече­
ния тела вращения удовлетворяет дифференциальному уравнению

связывается с перемещением и напряжениями следующими формулами: 
д 4՛ ----------- д Ф^=0(1-֊?)^; х,, = О| 1_5=_^_; 

д; (Я
(1.3)

т> = /?е֊'/1-е Ф(Л ։).

Решая уравнение (1.2) методом разделения переменных, функ­
цию ’Г (/, ;) представим в виде

Ф(5, /) = У Л»-։*-**-1*'/>.;*_,(;)+ , (Е> Г. (/) </н, (1-4)—— • 1 _ ем | I
2

з 
где ГАП = е ՝' /3 . , .( —510 }»/—НС05 Р„(Е) полиномы Лежандра

Р 1 (;) конические функции Р (;) =- + П
4Р„(1)

<1? । , (?)“ у Ин
=------- ---------- * а Л?*-։ и В(н) неопределенные коэффициенты.

<*(?)
2 . Рассмотрим задачу кручения сферы радиуса R составленной 

из двух полусфер, изготовленных из различных материалов и соеди­
ненных вдоль плоскости ; = 0, когда на сферической поверхности 
действуют крутящие напряжения (рис. 1). Пусть 6, модуль сдвига 
первого материала, О, — второго. Для такой задачи граничные усло­
вия примут вид

^>(0, ?) =/։(В) (0<5 < 1); т<2)(0, 5) =/,(?) (- 1 <с<0), (2.1) 

где /։ и /5 известные функции «. Должны иметь место также усло­
вия сопряжения на поверхности раздела материалов.

^’к-0 = Ч’Л -о- °> =• (*• 0) (о < / < со) (2.2)

Здесь и далее значок (1) означает, что соответствующие величины 
относятся к правой области 0<; < 1, а (2) к левой------1<с<0.
Функцию перемещения 4՜ (/, ;) ищем в виде

Ч (Г П .. } ՝> в области 1 0<։<1
I *^։(С ՝) в области 2 —1 <;<Ч)

Причем функции ’!'/(/, ;) берем н виде (1, 4), где вместо коэффици­
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ентов Дз*-! и /?(р) берем соответственно Д',1^։ и /?"’(’*) в первой об­
ласти и Д(2’> ։ и 5(*։(н) во второй. Для касательных наиряжений н 
перемещения г» согласно (1.3) будем иметь:

т’1> = С,.1 ^(Л-иЛ^г*-^.,

(24)

(2.5)

МЛ В) = Не '] 1-;։

(/ = I. 2). (2.6)
т '*

(5)^(0^ ,
О

Далее учитывая соотношения
I
С(1֊5։)^_։(?)Ргт_։(5)^ =

О

О, /н У= £
м<У.-').я=А 

4* — 1
(2-7)

и удовлетворяя граничным условиям (2.1) получаем

ЛЙ-|- 2(Л—1)(Л («•= ։. 2). (2.8)

где обозначено

-^-Г'(1 
2*(2* 1) 3

*1

(5) Рм_х(5) (/ = 1, 2) (2.9)

’ । 22 ?1 О*
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Первому из условий сопряжения удовлетворяем, положив

3' > = "’о где (2.10)

Предполагая наличие второго из условий контакта приходим к равенству

где

\В*Р_Г 
о

(0<Г< •:),

Л (/) = Ий’-1 - лй’-.1 г-**-”'

(2.11)

(2.12)

Далее заметим, что для функции 7\ (/) имеет место тождество

° С Г (~) ։’/(«)=֊ ГЛ(Ое֊2։'/(О^ +
" 3 а՜ + Р .1<• о

чс

(2.13)
о

подобное соотношение было получено в работе А. А. Баблояна (”). 
Покажем, что для функции Л՝(/) имеет место соотношение.

•о

У с՜ 'Р(1) (И = 0 или что идентично Р' (0) = 0 (2.14)

<1
Последнее, как легко видеть, вытекает из условия сопряжения 

(2.2) в точке / = 0, ; = О
Таким образом из (2.13) имеем

или

(2.15)

В’-’('Л) =
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где

0<;^1

- 1 ; ;<0
при 0<;<1,

а на отрезок — 1 < ։ < О продолжается нечетно.
Таким образом имея (2.17), (2.10), (2.8) и пользуясь соотношени­

ями (2.4) —(2.8) можно определить напряжение и перемеще­
ния «;({ = 1, 2) в любой точке осевого сечения шара.

3’. Рассмотрим теперь задачу о кручении составной сплошной 
сферы при условии, что соединение из двух полусфер ослаблено 
кольцевым разрезом на плоскости ։ = 0, Для такой задачи
граничными условиями будут:

на сферической поверхности заданные касательные напряжения

-}” = /,(*) (0<5<1); т<Д> = /г(?) (-1<5<0) (3.1)

на поверхности разреза
^п = -.(2) = 0 (0<Г<Л) (3.2)

и наконец условиями сопряжения материалов будут

ЧУ = ’> = (Л «) ('> < * < °°)- (3.3)

Как и в 2 функцию перемещения возьмем в виде (1.4). Удовлетво­
ряя (3.1) для коэффициентов Л^’_։ получаем выражение

1 /<*>
= —----------- —— а = 1 2) (3.4)•»֊’ ^(*-1) о, ' ’

Здесь для //’ и О/ использованы такие же обозначения как и в 2’. Пер­
вое из условий сопряжения удовлетворим, положив

^■‘(и) = /пов<->’(н), где = (3.5)
С/1

далее из (3.2) и (3.3), получим

В(1’(р)Р- 1 (0< /<Л) (3.6)(0) ги(0</р = 0
и

В<2«(И)Р- , (0) Г11(О^р=Р(/) (/,<,< оо),
J ֊ т '*• и

:где
Л (О = —!—2 (4»_, - ЖУ,։<■-«*-՛>'Я,., (0). 

"«О — I , |

(3.7)

(3.8)
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Системой (3, 6), (3,7) представляются парные интегральные уравне­
ния. Для разрешения этих уравнений поступим следующим образом. 
Умножаем уравнение (3.6) на и полученное выражение интегри­
руем по I* в пределах от нуля до I, а уравнение (3.7) дифференци­
руем по /, тогда система (3,6) — (3,7) представится в виде:

ЯС
Д(Р)П +Л'(Ю)5т|л/</и = 0

(3.9)

А (р)51пр^р = Г, (О (£։ < £ ■֊< оо),
О

где использованы обозначения
3

А(р) = В^МР 2_ 1 (0)р+ ֊): Г։(/) = е'т'г(О 
2 \ 4 /

1 + Л'(И) =
р-^ 
р-^

Далее положим

ее

А (р) Л'(р)$1пр^р = О(/)
О

и /(/)={
^1(0; ■'*> (3.10)

откуда

2 СА (р) = Ф (и)------ I 6(1} з!п р / (1(.

и
(3.11)

Здесь
*9

Ф (р) = ~ I Г, (/) $1п р кН.

и если положить

К ($, р) А= к (5. р) Л’(р). где

51П (р 4- 8) /, 
Р +«

51П (р -5) Г, 
р —8

(3.12)

то для определения А (ц) получим интегральное уравнение Фредголь­
ма второго рода

£(«. р) = 4՜ 
4^
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Л (ս) = Փ(ս) IJ л (տ) a;(s. 

О
(3.13)

Заметим, что ядро уравнения (3.13) суммируемо в Л, это с оче­
видностью вытекает из неравенства

(3.14)

и полученного выражения для к (5, р)
Автор выряжает признательность Б. Л. Абрамяну за постановку 

задачи и ценные указания в ходе ее решения.
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3111*. У. ՆՇԱՆՅԱՆ
Ոարլսւզր յալ ‘|l>i||i п լո г if ա ն հետ կապված Լրկւււ |ս ն q |ւ г G Լ ր |ւ մասին

մոգվածում դիտտ րկվում են րաղադր յալ հ^դի Ո1Ոհետ կապված երկու, 
խնդիրներ։ քքլորումն իրագործ։] ում է գնդի մակերևույթի վրա կիրաոված կա­
մայական աո ան ց րա ս իմ ե ւորիկ բեոուի

Աոային խն դրում ոլորվող ղոլնդր կաղմված Լ երկու տարբեր կիսագնդերի 
մ ի ա ղում ով։ Խնդրի լուծումր տրվում է փակ տեսբով։

^Ր^ՐՈՐՂ խնդրում դիտարկվում է երկու կիսագնդերից կաղմված րաղա- 
'1Ր1ա1 հԿՒ ոլորումր, երբ միացումր թուլացված է դնդի եդրիւյ սկսվող տրա­
մագծային օղակաձև մեղրով։

Խնդրի լուծ ումր բերվում է ղույւլ ինտեգր ալ հավասարումների։ Այդ հավա֊ 
սարումների լուծումր իր հերթին րեբւքում է Ֆրեդհոլմի երկրորդ սեոի ինտեգրալ 
հավասարման լուծմանրւ Ցույց է տրվում, որ այդ հավասարման կորիգր գու­
մարելի 4 Լշ-ում/
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