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В заметке исследуются некоторые теоретико-структурные свойст­
ва систем множеств одноместных частично-рекурсивных функций 
(ЧРФ), на которых определено некоторое отношение частичного по­
рядка, связанное с определением сложности натурального числа отно­
сительно ЧРФ, введенным в (').

Все термины и утверждения понимаются конструктивно (-•'). 
хотя из соображений краткости иногда будет опускаться прилагатель­
ное «конструктивный*. Так. например, будет использоваться термин 
«множество* вместо термина «конструктивное множество*.

Введем предикат М следующим образом («):

где 1 и 3 — переменные, допустимыми значениями которых являются 
одноместные ЧРФ, х, у, с — переменные для натуральных чисел, сим­
волы I и понимаются как в (л) и/.— примитивно-рекурсивная функ­
ция, такая, что

X (х) = [10g, (Д -Г 1)|.
Пусть Я — некоторое множество одноместных ЧРФ и а — одно­

местная ЧРФ (не обязательно принадлежащая Д). Определим мно­
жество Е* следующим образом:

~ Ч ? (3^1 (а, ?, с)& -jd.M (?. a, </)),

где символ q используется в том смысле, в каком он введен в (J). 
Множество Е* будем называть блоком, определяемым в Д функцией 
’. Нетрудно убедиться в том. что блок Е*. определяемый функцией 
а. состоит из ЧРФ. обладающих следующими двумя свойствами:

1) все ЧРФ, принадлежащие Е*, имеют одну и ту же область 
значений, совпадающую с областью значений функции а;

2) для любой пары функций из найдется такая константа с. 
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что для любого нат\ рвльного числа п, принадлежащего области зна­
чений функции а, сложности числа п относительно выбранных функ­
ций (в смысле определения сложности, данного в (’), отличаются 
не более чем на с. Таким образом, функции, принадлежащие одному 
и тому же блоку, эквивалентны в том смысле, что они определяют 
один и тот же тип кодирования натуральных чисел.

Пусть А есть множество одноместных ЧРФ, а и р — ЧРФ. Вве­
дем обозначение Е* в качестве сокращения для следующего 
суждения: „Е* н Е* непусты и выполнено условие gcAf (а, р, с)*. 
Е'* -֊< Е* содержательно означает, что функции из Е* кодируют на­
туральные числа .не хуже*, чем функции из Е*.

Используя рассмотренные в (4) свойства предиката М, нетрудно 
убедиться в том, что введенное отношение рефлексивно, транзитив­
но и антисимметрично. Введем обозначение Ае для множества таких 
блоков £/, что а А.

Теорема 1. Каково бы ни было примитивно-рекурсивно замк­
нутое множество А одноместных ЧРФ, можно построить такую 
двуместную операцию in/д. определенную на Ае. члпо система <^Ае, 
■:, in Ja^> будет нижней полуструктурой, обладающей тем свойст­
вом. что по каждой финитной структуре S найдется такой пра­
вый отрезок множества Ае, в который изоморфно вложима струк­
тура S.

Обозначим через Ч1 множество всех одноместных ЧРФ.
Теорема 2. Существуют такие двуместные операции in/., и 

sup.,, определенные на Ч^, что система -С, in/,, sup4^> ока­
зывается дистрибутивной структурой, имеющей наибольший и наи­
меньший элементы и какова бы ни была финитная дистрибутив­
ная структура S. найдется такой правый и такой левый отрез­
ки множества Ч}, в каждый из которых изоморфно вложима 
структура S.

Структуру будем называть плотно упорядоченной в широком 
смысле, если можно построить такую двуместную операцию int. оп­
ределенную на носителе структуры, что выполнено следующее ус­
ловие: ’ Я

\ху (x<yr>(x<int (х, y)&int(x, у) <у)),

где х, у — переменные, допустимой областью значений которых явля­
ется носитель структуры, а < —отношение строгого порядка в струк­
туре.

Обозначим через Q множество всех одноместных общерекур­
сивных функций, принимающих все натуральные значения.

Теорема 3. Существуют такие двуместные операции supy, 
in/v и inly, определенные на Qe. что система <^Qt, -С» supy, in/y, 
int<£> является дистрибутивной плотно упорядоченной в широком 
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смысле структурой, не имеющей ни минимальных, ни максималь­
ных элементов.

Обозначим через Р множество всех одноместных примитивно­
рекурсивных функций.

I еорема 4. Существует такая операция \i\fp, что система 
(.Ре, 1п/р> — нижняя полуструктура, имеющая бесконечное

множество максимальных элементов, но не имеющая минималь­
ных элементов.
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X. Ր Մ1Ա4ԼՆՋՅԱՆ

ՌԼ1|ՈւՐս|>ւ| ֆունկցիաների իյНрш^дщр ւունների ցանցէր

ձոդվտծոէմ ուսումնասիրվում են մ ասն ակի ոեկու րսիվ ֆունկցիան երի 
I ՄԱՖ յ իւ մ բակցութ յանների որոշ Հանրահաշվական հ ատ կ ու թ յ ո լնն եր ւ Մ ա սն ա - 
կի ոեկարսիվ ֆունկցիաների տվյալ ղասի խ մ ր ա կց ո ։ թ յ ո <ե կանվ անենր տվյաւ 
ղասին պատկանող Ա(Ւն-ների ամեն մի բազմություն, որր կազմված ( բո[որ 
այն և միայն այն ֆունկցիաներից, որոնբ Ունեն արժեքների միևնույն բազմու­
թյուն և այդ բազմ ութ յանր պատկանող բոլոր թվերի բարդու թյուններր նշված 
ֆունկցիաների նկատմամբ համրնկնու մ են հաստատունի ճշտությամբ։ 
Խմբակցությունների ղասի վրա բնական եղանակով սահմանված է մ ասնակի 
կ տ ր դա վ ո րվ ա ծ ու թ յրոՆ է

Ապացուցված ք, որ ամեն մի պ ա ր դ ա դո ւ յն - ոե կ ո « ր ս ի վ փակ ՄՌՖ-ների 
բազմո< թյան խմ բակցէէլթյուններր կազմում են ստորին կիսացանցէ ք^ոլոր Մ/ՒՖ- 
Ների բազմության խմբակցությունները կազմում են այնպիսի բաշխական 
ցանց, որն Ունի ամենամեծ և ամենափոքր տարրեր և ցանկացած վերշավոո 
րաչխական զանց կարեքի Լ ներդնել այղ ցանցի և ձախ և այ հատվածների մեշ։

Երրորդ թեորեմում ապացուցված Լ, որ բոյոր ամենուրեք որոշվաժ //■/>.%- է/^Հ»/ր բազմ ութ յան խմբակցությունների դասր կազմում Լ բա շխական խիտ 
է՚անց, որր չունի նվ ազազու յն և ա ո ա վ ե լա դո լյն տարրերէ

Չորրորդ թեորեմում ապացու ցված Լ, որ պարղադույն ոեկարսիվ ֆունկ- 
ցիանների բացէք ութ յան խմ բակցութ յունն երի դասր կազմում Լ ստորին կիսա- 
ցանց, որն ունի տոավելադույն տարրեր, բայց չունի նվազազույն տարրերէ
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