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МАТГМАТИКА

Г. В. Вирабнн

О полною объединенной сие гемы собственных элементов 
конечномерного оператора и ею сопряженного

(Представлено чл корр. АН Армянской ССР Р А Александрином 6/1У 1970)

1 . Хорошо известно (։), что линейный оператор 2Х, действу
ющий в А-мерном комплексном эвклидовом пространстве /?', имеет 
полную пронормированную .систему собственных элементов тогда и 
только тогда, если он нормален, т. е. если он коммутирует со своим 
сопряженным.

Когда оператор не имеет простой структуры, то у него полной 
системы собственных элементов не существует, однако в этом случае 
он и его сопряженный оператор вместе уже могут иметь полную 
совокупность собственных элементов в пространстве /?•*.

Таким образом, возникает вопрос, когда совокупность собствен
ных элементов оператора ',0? и его сопряженного !)Х* вместе образу
ет полную систему в /?•*.

Настоящая заметка посвящена этому вопросу.
2 . Ниже устанавливаются некоторые критерии существования 

полной совокупности собственных элементов оператора 'ЗХ и его 
сопряженного НХ*.

Имеет место следующая:
Теорема I. Совокупность собственных элементов операто

ра '.’X и его сопря нсенного 'Л?* вместе образует полную ортонор- 
чарованную систему а /?л тогда и только тогда, если при неко
тором ортонормированном базисе пространства R''' матрица пре
образования оператора '.’X имеет вид:
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Д о к а я а т е л ь с т во. Доказательство первой части теоремы 
почти очевидно.

Перейдем к доказательству второй части.
Пусть ортонормальный базис пространства А?'

Л. •••, А. 7։,•••,?«». / + т = Л/ (2)

состоит из совокупности собственных 'элементов оператора ЗХ

ЗХА=лА, (1= 1, 2,..., /)

и сопряженного оператора ЗХ'

ЗХ?/-|*/?/, (7= 1, 2,--, т). (3)

Покажем, что в этом случае матрица преобразования оператора ЗХ 
при этом базисе имеет вил (1).

Пусть и произвольный элемент из А?Л’. Тогда
. < •>
“ = V а( р, 4. V р, <?/,

г-1 /—1
где

= ( и. Р1), 
(/= 1. 2,- •, I)

Ь =( м. <7/)
(/-= 1, 2, • , т>.

(, ) —скалярное произведение в /?՝.
Применяя оператор ЗХ. получим:

ЯХ« = 2Р/ЗХ^.
1-1 /— 1

(4)

2 (зх^. А)А + 2 (зх^, 
1-1 *-1

I
=՜ 2т</Р/+р/^;

<*^1 2 1 I й ■ * - м * 
где

= А). ('? ’’2;"’1 )■
\/ = 1, 2,- •, т /

Или после подстановки выражения (5) в (4)

ЗХ и = 2 ։р< А + 2 р/ и; 3 1и Р/ Р, = 
3—1 /-1 /—I 1-1

(5)

I »» | - Я|
֊ 2 270?/ -։/>! Р/ 2?/11/7/;

1-1 1-1 I /-1
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А это значит, что матрица преобразования оператора ЭХ в ортонор- 
мированном базисе (2) имеет вид (1). Теорема доказана.

Замечание 1. Если оператор ЭХ и его сопряженный, вместе 
взятые, имеют полную совокупность собственных элементов о /?Л', то 
этим же свойством обладает всякий оператор, подобный ЭХ.

3 . В этом пункте мы рассмотрим частный класс конечномерных 
операторов и для них изучим поставленный выше вопрос о полноте 
совокупности собственных элементов данного и сопряженного опера
торов. ‘

В прямой сумме эвклидовых пространств R ՝՝ /?Л' - // со скаляр
ным произведением

<Р. ^>^(Р„ 7,) —(С-*Р։, </.)

Рассмотрим оператор, заданный с помощью операторной матрицы

Относительно элементов этой матрицы предполагается, что они сами 
являются операторами, отображающими пространство R՝ в R'', при
чем С и С 1-О симметрические относительно скалярного произведе
ния ( ,). а С отрицательно определенный.

Сопряженный к оператору ЭХ относительно скалярного произве
дения (6) имеет вид:

Теорема 2. Для того, чтобы совокупность собственных эле
ментов оператора '.'X и его сопряженного ЭХ вместе образовала 
полную систему в пространстве Н. необходимо и достаточно, 
чтобы квадратное операторное уравнение

(Р - _ с = 0 (9)

обладало решением, имеющим простую структуру в R'՝՛.
Доказательство. Необходимость. Пусть совокупность собственных 

элементов операторов ЭХ и ЭХ՜ вместе образует полную систему в 
пространстве Н
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(т п _ 2Л/)
Или в раскрытой форме

РУ‘= Х/РД
СР|'> 4֊ Г)Р^ = ,, Ру

- = Н/ ?(Д
֊ сЧу> - 1Щ1> = IV

1. 2.- -. л).

(Ю)

(И)

. ((

В системах (10), (II) соответственно подставляя первое 
во во второе, получим:

равенст-

(С+оП-/.։£)Р<0=0, (/= 1, 2, --, /п) 

(С н/О р’£)?</’ = 0. (/ = I, 2,--, л).

Здесь Р}'1 и отличны от нуля, поскольку в противном случае

Р) и 1/1 не были бы собственными векторами.
Таким образом, первые компоненты собственных векторов как 

оператора £0?, так и сопряженного оператора 2Х являются собствен
ными элементами для квадратичного операторного пучка

/. (/| ֊ С-Н [)- РЕ. (12)

Из полноты системы собственных векторов

т -|- п = 2Л'.

в Н следует полнота системы первых компонент этих векторов в 
пространстве Ру.

Значит квадратичный операторный пучок (12) имеет полную сис
тему собственных элементов {е11. (/ = 1, 2,-- -, Л) в РЛ. т. е.

£ ('■/*) е„ = О, (Л = I. 2,. -, /V)

и для произвольного элемента Р РЛ имеется представление

Л’
Р ֊֊

*-1

Определим н R" оператор и по формуле
л

1'Р
«-1

Р /?'

Очевидно, что таким образом определенный оператор и имеет прос
тую структуру в /?' и удовлетворяет квадратному операторному урав
нению (9).
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В самом деле, система {<?*}• (к — I, п) является одновре
менно и системой собственных элементов оператора (7 и для любого 
Р R' имеем: ‘ •' /•

Л’
(£/*֊ Пи-С) Р= V а*(>.֊ Л’ - X - С)е» -

Л-1
Л'

= — (> -0.
*-։

11еобходнмость доказана.
Достаточность. Пусть оператор (У имеет простую структуру 

в /?՝՛ и является решением квадратного операторного уравнения (9). 
Покажем, что тогда оператор ЭХ вместе с сопряженным ЭХ* имеют 
полную в Н совокупность собственных векторов.

Полную в /?Л систему собственных значений и собственных эле
ментов оператора и обозначим через ' 1 • (/ = I, 2, - • .V).

I и/1
Заметим, что эта система является одновременно и системой собствен
ных элементов для квадратичного операторного пучка.

Рассмотрим следующие системы векторов в пространстве И

(13)1=\, 2,- «, Л\

(14)

Тогда система векторов (13) является системой собственных некторон 
для оператора ЭХ, а система (14) является системой собстгеннных 
векторов для сопряженного оператора ЭХ’.

Рассмотрим теперь систему 2Л' векторов пространства Н.

{«<. Т'И. (/-= 1, 2. Л).

Покажем, что эта система образует базис в пространстве //. 
Действительно, из равенства

Л’ л _
У а, и, г у = О

• /-1 1—1
имеем

л

1-1
или в силу линейной независимости системы ///(/= 1. 2.•• •. /V) и 
дефицитности оператора С
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t. e.
af—?<=0.

(/ = I. 2, --. »)■

։i-?/ = 0, /= 1, 2,--, M.

Таким образом, совокупность собственных элементов операторов ЭД 
и ЭД* образует базис в пространстве Н.

Теорема полностью доказана.
Аналогично доказывается следующая
Теорема 2 ЬI $. Для того, чтобы совокупность собствен

ных элементов оператора ЭД и его сопряженного ЭД вместе об
разовали полную ортонормированную систему в пространстве Н, 
необходимо и достаточно, чтобы квадратное операторное уравне
ние (9) обладало нормальным в /?Л' решением и, т. е.

U* DU С о и UU'=U‘U.

Замечание 2. В процессе доказательства теоремы был одно
временно установлен следующий факт:
операторы ЭД и ЭД* вместе имеют полную совокупность собственных 
векторов в пространстве Н тогда и только тогда, если квадратичный 
операторный пучок (12) обладает полной системой собственных эле
ментов в /?\

Замечание 3. Если в представлении (7) операторы С и Р са
мосопряженные и коммутируют между собой, то квадратное опера
торное уравнение (9) имеет нормальные в /?Л' решения вида

и, следовательно, согласно теореме 2 bis, в этом случае операторы 
ЭД и ЭД* имеете имеют полную в Н ортогонально-нормированную 
систему собственных векторов.

Замечание 4. Если операторы С н С՜1 D самосопряженные в 
/?Л, причем С положительно определенный, тогда квадратное оператор
ное уравнение (9) обладает нормальным решением и, в силу теоре
мы 2 bls, в этом случае можно утверждать, что оператор ЭД вместе 
со своим сопряженным имеет полную ортонормальную систему соб
ственных векторов н пространстве Н.

Ьолее того, в этом случае оператор ЭД оказывается самосопря
женным относительно скалярного произведения

<А Q> = (P։, <Л) + (С-’ р։. Q։).

<ЭД A Q> = (/J„ Q։) (С-‘|СР։ DPt\, Qj) = 

= (Л. Q։) + (Р„ Q։ +с 1 DQ։) = (Р։. Qs) (С֊՛ Pt, CQX + DQt) =

P, iWQ>.
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для любых Р— Р= ) из /?Л.

Поэтому система собственных элементов соответствующего квад
ратичного операторного пучка в данном случае днукратно полна в 
пространстве /?Л в смысле М. В. Келдыша (։).

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Դ. Վ, ՎհՐԱՈՏԱՆ

Վերջավոր շափածի օպերատորի և նրա համալուծի սեփական 
է| Լ մ ե ն ։ո ն Լ г ի միացյա| սիստեմի | г ի ւ| ո ւ |>| ա ն մասին

էԼփատանրւյ Լն անհրամեշտ Լ րա^արար պայմաններ, որոնԱ թեպրում
չափանի ունիտար •ոտրա^ոլթյոէնոլմ գործող ^այ{,ն օպերատորի ե նրա ГЭД* •

համաքոլծի սեփական է(ե մենտնԼ րք, հազարը կազմում է լրիւք սիստեմւ
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