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МАТЕМАТИКА

Н Г Оганджанян

Теоремы существования для нелинейных интегральных уравнений 

с неподвижными особенностями

(Представлено чл.-корр, АН Армянской ССР Р. А. Александр*ном  29/17 1970)

Для системы нелинейных интегральных уравнений 
а

*(О = К (/. 5, Л(«))4Й + /(*)  (О
а

с неподвижными особенностями исследуется вопрос о существовании 
решений в пространстве Сп(а, 6) непрерывных вектор-функцнй 
л(/) ={Лх*,(*)}.

Развивая исследования работ (։՜4). мы предлагаем леммы о 
компактности и непрерывности сингулярного интегрального операто
ра, порождающего (1). На основе этих лемм н принципа Шаудера 
мы формулируем критерии существования, уточняющие ряд известных 
теорем.

п I. Ниже используются следующие обозначения иопределения: 
мерное вещественное, линейное пространство векторов 

х = (х։,-«-, Хл} с полуупорядоченностью: х у, если х/<уг (» = !• 
■ п) и нормой: И = шах |х(|. Таким образом, если л^Ся[а, А], то 
И€С|а. А].

|л| —означает вектор |х| = | |х։|, • • •, |хл|}.
О = Ох/?л, где О = [а, Ь\ х |а, А|.

О՝(/), О ($) —соответственно сечения множества И.
Предполагается, что/£Сл|а, А|.
Если Р(л) есть некоторое предложение относительно х, то сим

волом {.х:Р(х)| обозначается множество всех тех х, для которых 
справедливо Р(х).

Пусть вектор-функция Л(/, $, л) = |Л,( /, 5. л։,-• •, л„).-• •, 
Ал (Л $. л,,-*-,  Лл)} определена при (£Ес\а, А|, з £’с[а, А| и 
х ( /?„ (тез Е ■= тез £’ = А — а).

Определение 1. Будем говорить, что вектор ■ функция 
КУ, 5. х) удовлетворяет условию Каратеадори, если она измери
ма по « при всех (I, х)^ЕхРп и непрерывна по х при всех ^Е и 
почти всех $£Е*.

133



Определение 2. Будем говорить, что скалярная функция 
H(f, s, л„--, x„)(t£E, s£E*,x£R n) имеет в G(s')(s' [a, Z»]) силь
ную особенность nos. если JxC Сп («. d], xfs'J'/'O, что у t Е

S. X, (s). , .vn(s))rfs

Определение 3. Будем говорить, что вектор-функция 
К(1, х, л) имеет в С/(в՛) ($'(- [а, А|) сильную особенность по $, ес
ли хотя бы одна компонента имеет в а (в') сильную особенность 
по 5.

п 2. Рассмотрим систему (1) п следующих трех случаях:
1. Вектор-функция /< (/, $, х) определена в области

т
D.= {(Л s, д):(Л л. л) Dx 

/-<»

\донлетворяет условию Каратеадори и не имеет сильной особенности 
по s, но в окрестностях /-сечеПий G(/, )(/ = 0,1,-• т) может быть, 
вообще говоря, неограниченной.

II. Вектор-функция А'(/, s. х) определена в области

s, x)։(t, s, х)( D\ и G (st)(a <S/</»)}
1-Л

удовлетворяет условию Каратеадори. может иметь сильные особен
ности по 5 в 5- сечениях О($() (I = 0, .! •••, *,  х0 = а, $*  = Ь).

III. Вектор-функция /((/, а, л) определена в области

О,= (Л s,

удовлетворяет условию Каратеадори и может иметь, сильные особен
ности по s в s-сечениях G(si)(i = 0, !,• ■ •, /?, s0 = a, s*  =b). В этом 
случае K(t, s, л), вообще говоря, может быть неограниченной в ок
рестностях /-сечений О(/у)(У = 0, !,•••, т).

Отметим, что случаи I и II содержатся в общем случае 111, од
нако представляют самостоятельный интерес.

Ниже предполагаем следующее:

В случае
т

I VI > о. у Л Г. Г( |а, 6|\ U {/у} 
/-о

( sup |АС(Л s, A')|tfs< ОО 
.1 м - г
а

и

lim
I//'1-0

ъ
Ls,»p| 
J Iх! т л

Н (Г, s, А-) - К (Г, s. x)!|rfs = 0.
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В случае II ^2*  таких, что s0 < < $։ <С
<* ։<-<?2*<s*  и VG V, Г(|а, Л|

(2)

21- I

lim sup I /<(/', s, a) K(t", s, x)\ds~O (։=(), 1,-k) 
W-1’1-0 J |i| 1

4«-1 (3)
В случае III V7>(>, \:blt-■ ■, A2t таких, что s0<C <C b2 < si <

m
< *x՜  • •< £.•»< •՝>*  и VC f, f" ( |u, *1  \ U IG) имеют место соотноше-

ння (2) и (3).
п 3. На некотором множестве Г (Л) с С„ |а, Л] определим опера

тор /< следующим образом: Кх = у, где

ъ

K(t, s, x(sY)ds+f(t) при Г (fa, 2>|
т
и !М, 

/О
а

у (О-

lim
ь

J/C(C s, x(s)),/s +/(С) при t = tj (j-Q, I,--, т), 

и

Так как н рассматриваемых случаях конечный предел 
ь

lim I K(tt s. x(s))ds (7 = 0, !»•••, m),
J
a

может существовать не для всех х(С„|а, />), то оператор А, вооб
ще говоря, определен не на всем пространстве С, [а, Л|.

Под решением системы (I) понимаем неподвижную точку опера
тора Л'.

Пусть (2аТ(/<) — непустое множество. Имеют место следующие 
утверждения.

.Лемма 1. Пусть имеет место случаи 1. Если
ьI

Пт I ка, з, х(д))^ = Л/ (/ = 0, 1,. -, т)

а

где 4>), ИЧ"С°° (7 = (Л ։,•••» п1), равномерно на С?,
то оператор К действует из в С„ |а, Л| и вполне непрерывен.

Лемма 2. Пусть имеет место случай II. Если
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Игл
< -*<-•

К (К 5, X (<։))<Л » о

равномерно на множестве {(/. л): (/, л)£(а, Л)х(?|,где

£; = {5:$( м (5|, -с) П |а. Л]} (/ = 0, !.•••» к), (4)
то оператор К действует из (] в С„[а, Л| и вполне непрерывен.

Л с м м а 3. Пусть имеет место случай III. Если 
ь

Пт \ Л(/, х. х(з))</$ = А> (/ — О, I.- • •» т), (5)
V л

гое Д’ = {Д;, • Л^|, |Д'|< г> (у = 0, 1,- • -, т), равномерно на ф и

Пт [ I ЛГ(Л $, х($))</«I = О, (1 = 0, Л) ,г. 
?-о I 1 [

(£;(/ = О, А’) определены в (4\). равномерно на множестве

1(/. л):(Л х)Ц[а.

то оператор К действует из С} в Сп [а, и вполне непрерывен.
п 4. В тех случаях, когда множество (? можно эффективно по

строить. приведенные леммы позволяют на основе принципа 
Шаудера сформулировать теоремы существования. Предлагаемые ни
же утверждения иллюстрируют некоторые приемы конструирования 
такого множества С?.

Теорема 1. Пусть имеет место случай ///; функция К((, в. х) 
в не убывает по х; а Л- СЛ />| такие, что г։(/)< 
<.г.. (0 ( [а, д|; 

ь

I А (Л 5, с. ($))</$ = Л'у(*  1. 2, 1!Л'/1 < ос, у =0.1,- • •, т)

• Решение 1»(Г| системы (I) называется верхним (нижннм), если, пиково бы нс 
было решение и(/) системы (I). имеем: о(/) и(Ь (о(О - «(/>). < (а, /»|.

а 
Н

К2^С„[а, 6] (V = 1, 2).

Пусть, далее. г1^гКг1 и х։> Кг..
Тогда: а) система (!) имеет по крайней мере одно решение х(/) 
причем / (а. Л|;

б) последовательность

Х|:| =Лх, (1 = 0, !,•••)
при \П [а, 6| не возрастает, если х0 — г։ (не убывает, если х0 «= 

х։) и равномерно на (а, />| сходится к верхнему (ни мене ну)՛ ре
шению системы (I).
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Доказательство основано на том, что можно положить 
С2={т СДа, *):г ։(Г><л(Л<*.(П,  Г ([а, 

Непосредственное использование теоремы I н схемы работы (*)  
приводит к теоремам о единственности и сходимости последователь
ных приближениЛ для системы (1) без предположения о монотонности 
Л'(/, 5, х). Мы не останавливаемся на формулировках этих теорем. 
Ниже предлагаются теоремы существования без предположения о мо
нотонности вектор-функция К((. $, л).

Будем говорить, что в области £)( вектор-функция /((/, $, х) 
удовлетворяет условию 2/, если существует неубывающая по ;>0 
вектор-функция 2<(/, s, Е) такая, что почти всюду в Di

s, x)|<2((t s. |л|)
(I = 1, 2, 3 — соответственно рассматриваемым случаям (1, II, III).

Теорема 2. Пусть имеет место случай I (случай ||> и K(t, 
s, х) удовлетворяет условию 2։(2։). Пусть, далее, gz С,|«, £|. 
.?(/)> О, t [а, 6| такая, что

ь
11П1 I Sj (t, s, z (s)) ds 0 (y■ = О, I, • • •, m)
•-1/ J 

a
/ &
/ ( 2, (/, 5, х(«))Л£СДв, *]  I-

\и /
Если

ь
; х(0> Г2։(Г, $, г(0)^ + |/(01. и ЮЬ

<1
I I / Ь \

Ь(0>[2։(г,в,г(0^ + |/(0|, I-
\ а /

т > система (I) имеет решение л (О. причем |х(0| .г(О, I |а, Л|- 
| Теорема 3. Пусть имеет место случай III и К (Г. $, л) удо
влетворяет условию 2։. Пусть, далее, да£Ся|в, £|, такая, что 
ректор-функция

?(0

J 2,(С s, z(s))ds "ри |а, д| 
и

и (01. 
/-0

о при t U (0) 
/-о

непрерывна на |а, &|. Если [я, 6|, г(О > ДО+|/(0|. 'по систе
ма (I) имеет решение х(/), причем |ж(010(0, л1-
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Доказательство последних двух теорем основано на том, что 
можно положить

Л|:|х(ОК *(').  ։ [«. *||.
Рассмотрим уравнение

՛/.
... ГА*(«)  х(5)—s .х (О = I -^֊ ехр------ -----ds -+• /*•

«•
Положив 

1 "3 с   S
2(0 = ֊(. “։(Л S. 5) = —ехр-—» 

2 s’

убеждаемся, что выполнены все условия теоремы 3 и, следовательно,, 

уравнение имеет решение л(0, причем |л(/)| —/, / 0, — •
2 2

и 5. В качестве примера применения приведенных утверждений՛ 
исследуем вопрос о существовании решений сингулярной задачи 
Коши:

<-/»((. 2։,--.х»)(*=(. — . я), (4)

х*(0)-0 (Л =!.•••, л), (5)

где функции /*(/,  х։,• • •, ля) определены в области E-.Q<t-^b, 
|х| ■[, измеримы по / при всех (.<„•••, л’л} и непрерывны по {х1։ ••• 
•••, л,} при всех t С |0. 6|. Функции /»(/. х1։ --, лл) могут быть, во
обще говоря, неограниченными при t О.

Под решением системы (4) будем понимать непрерывные на 
(О, t>\ и непрерывно дифференцируемые на (О, А] функции х» = х*(0  
удовлетворяющие при (с-С А) уравнениям (4).

Теорема 4. Пусть в области Е существуют производные 
/*.*(*՝  xK)(k = п). Пусть, далее, в Е выполняются

неравенства
IX*.  ։Ai> ■ * ■» ।. в, Хц 11, • • •, хл)| ф* (^) (^ = Ь* * *• л)>

■*։»"'»  Х.)<М0 (*  = !,•••, п),

где функции т»(/), 0*  (/) (Хс = л) суммируемы на |0, А|« 
Тогда задача (4), (5) имеет решение.

Гамбовскнй институт 
химического машиностроения

•I з о» иля пьянь

ILG^iurd u^<jdiuj|iL |i(juiLqrui( lnui|։uuiuriiiiffiLr|i liunfuir
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Ki
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ь

(Л'.гМ/) I К(1. %. лг{.1))//ж

и

ь

աոանց ենթադրության, Որ /Հ (է, Տ, Л( 4՛) к/л ղոյութքուն ունի յ ոլոր անընդհատ ֆէսնկցիա-

ների համար»

ձևակերպվում ել րավարար պայմաններ, որոնց դեպրոէմ այդ օպերատորը դործամ Լ աերՆդ 
“,քտ ֆունկցիաների տարածության ենթարազմոէթ յոՀնից անընդհատ ֆոէնկցիանեըի տարաձոէ֊ 

թյՈէնր էւ (իովին անրնղհաս» Լւ Այնուհետև սդտադորձեյով անշարժ կետի տոպոյոդիական սկրզ. 
րոէնրր ձևակերպվում են թեորեմներ .1 А.Г .ավտ^արման յՈէձման դոյոէթյան և դնահատա֊ 
կանի մասինւ

ՎերքՈէմ ձևակերպի ли/ է մի րաւքարար ‘.այտանիշ Կոշու „ՒԼ,Ո»1յար խՆցրի յուղման էքՈյՈէ- 
/1/աՆ մասին»
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