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В этой заметке дается построение некоторого класса А' непре
рывных отображений /: Л1 Н, где М открытое подмножество гиль
бертова пространства Н. Этот класс отображений обладает рядом 
удачных свойств. Локально (т. е. в окрестности каждой точки х^И) 
отображение /: М — Н класса /< напоминает по своим свойствам ото
бражение вида ЬЕ - Д, где Е — тождественный оператор, Д впол
не непрерывный оператор, а /—действительное число, которое, одна
ко, зависит от точки х^ 41. При этом замыкание К класса отобра
жений К содержит, в частности, все отображения >Е 4 .4. Таким об
разом. сохраняя многие свойства класса отображений вида >Е 4֊ Д, 
класс А' является имеете с тем значительно более широким.

Перейдем к точным определениям и формулировкам Буде՝։ го
ворить, что отображение /: М — Н принадлежит классу К, если для 
любой точки х0 41 и любого числа 1>0 существует такое конечно
мерное подпространство I с.Н, такая окрестность 27а41 точки дс9 и 
такие числа к>0, 4^>0, что если х, у и и угол между вектором

х — у и подпространством Լ не меньше — ?, то

!/(*)—/(у)-Мх-у)|<«к-у|. (П

Предложение 1. Каждое отображение f. .И // класса К 
локально удовлетворяет условию Липшица.

Пользуясь этим предложением, можно несколько упростить опре
деление класса отображений А՜. Именно, пусть -М — открытое мно
жество пространства Н и /: 41 //—отображение, локально удовле
творяющее условию Липшица. Отображение / тогда и только тогда 
принадлежит классу А', когда для любой точки д9 М и любого числа 
«>0 существует такое конечномерное подпространство LcH, такая 
окрестность L/cAI точки х0 и такое число X > 0, что если х, у U 
и х — У I то выполнено соотношение (J).
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Можно также предложить и дальнейшую модификацию опреде
ления класса /<. Пусть е1։ «,,•••, £*,••• фиксированный ортонорми- 
рованный базис пространства Н. Пусть, далее, М — открытое мно
жество пространства Н и /: Л1 Н — отображение, локально удовле
творяющее условию Липшица. Отображение / тогда и только тогда 
принадлежит классу А, когда для любой точки х0 М и любого чис
ла £?>О существует такое натуральное п, такая окрестность ИсМ 
точки х։ и такое число а>0, что если х, у и и вектор х у орто
гонален векторам е9,ея, то выполнено соотношение (1).

Предложение 2. При фиксированном Л1 все отображения 
/■. .И Н, принадлежащие классу К, образуют выпуклое множест
во. Иначе говоря, если Л1 — Н—отображения класса К и ес
ли 0 к I, то отображение к/ + (1 —к)^: /И -Н также принад
лежит классу К.

Следующее предложение устанавливает важное характеристи- 
ческое свойство отображений класса К.

Предложение 3. Пусть М-^Н отображение, принадле
жащее классу К. Тогда существует (и притом единственная) не
отрицательная оействительная непрерывная функция Х(х), опре
деленная на М и обладающая следующим свойством: для любой 
точки х0£Л1 и любого числа ։^>0 существует такое конечномерное 
подпространство 1.О.Н, такая окрестность Ь'сМ точки х0 и та
кое число 8>0, что если х, у и и угол между вектором х у и 

подпространством £ не меньше —— 8. то
2

!/(*) /(У) '(*и)(х Л (2)
Это предложение показывает, что числа К, участвующие н пер

воначальном определении отображений класса К (см. (I)) и зависящие 
от выбора точки х0 Л1, могут быть .организованы* в единую непре
рывную функцию Х(х), заданную на всем множестве .М. При зтом 
основное соотношение (1), входящее в определение класса К, преоб
разуется к виду (2).

Функцию а(х) = а/(х), существование и единственность которой 
устанавливается предложением 3, будем называть терминальной 
произвооной отображения / (принадлежащего классу К), Без труда 
устанавливаются формулы .дифференцирования' суммы отображений 
н произведения отображения на число:

*■/+ I — Ау + х։ ; Ад/ = ЙАу (А > 0).

Следующее предложение содержит правило .дифференцирования* 
сложной функции (см. (3)).

Предложение 4. Пусть /: М -* Н и £՝. М' Н такие от
ображения, принадлежащие классу К, что /(М)с.М'. Тогда ком
позиция р /: Л4 • И также является отображением класса,К.
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При этом терминальная производная отображения р. / вычис
ляется по формуле

/(л) = *»(/(*)) X (л) (хГ.М). (3)

Предложение 4 позволяет построить некоторую категории) 
Л, объектами которой являются всевозможные открытые множества 
гильбертова пространства Н, а морфизмами—отображения, принадле
жащие класс) Л'. Более подробно, пусть Л1 и И некоторые откры
тые множества пространства Н. я / такое отображение класса К, 
определенное на М, что Тогда тройку ((, М, <2) мы усло
вимся считать морфизмом с областью определения М и областью 
значений (^. Композиция двух морфизмов всегда определена, если
область значений первого совпадает с областью определения второго.
Иначе говоря, если (/, .М. (]) и М, Р) такие два мо и «ма
что Ц = .V, то определена их композиция (£ /, М, Р).

Выше мы отмечали, что всякое отображение вида Х£ 4֊ А (где
А вполне непрерывный оператор) принадлежит классу К Если 
при этом отображение ьЕ 4 4 принадлежит самому классу К. то его 
терминальная производная постоянна (и равна К), Таким образом, 
класс Л', содержащий отображения с переменной терминальной 
производной существенно шире класса отображений вида >Е -• А.

В заключение рассмотрим один простой пример отображения 
класса К. Пусть Н*— гильбертово пространство, содержащее Н в ка
честве подпространства дефекта 1 (т. е. все векторы в Н’, ортого
нальные подпространству //, коллинеарны между собой). Пусть, далее, 
£ шар радиуса 1 в Н*, касающийся подпространства /7, и пусть 
а центр шара £, а Ь такая внутренняя точка этого шара, что ее 
расстояние от Н не меньше 1. Через ?<., обозначим центральное 
проектирование подпространства Н на поверхность шара Е из точек 
а, Ь соответственно. Тогда для любого открытого множества М с Н 
отображение / — фо:Л1 ~Н принадлежит классу К Терминаль
ная производная X. этого отображения / определяется следующим 
образом. Пусть х Л) и у <“/(*), т. е. ?о (л) = (у) -= </, где ч не
которая точка на поверхности шара Е. Тогда

X, (х) = к-?1 Р у!
М - *1 Р <л

Отметим, что отображение / обладает еще одним важным свойством: 
для любого компактного множества Л'сЛТ его прообраз / '(.V) так
же компактен.
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Վ Դ. ՐՈԼՏՏԱՆՍԿԻ
ճի(|՝Լրտյա{ւ տարածության մեյ արտապատկերումների մի դասի մասին

Հողվածում կառուցված է ի ,Ա — // անրնղհատ արտապատկերումների մի եոր ք]աւք, որտեղ 
'•!-/» // 'իյրեր ոյսւն տարածության րաց ենթարաղմությունն (ւ Այղ ղասը, որն ունի մի շարք Հս>- 

ջող հատկությունն եր նշանակված ( խ տաւ>ով> Ա11 ղասի արտապատկերումները լոկալ (այսինքն Ա բազմության յուրաքանչյուր ձը կետի շրջակայքում) իրենց Հատկություններով հիշեցնում են

I տեսրի արտապատկերումները, որտեղ է-ն նույնական օպերատոր (. /1 ֊ ե քրիվ անրնղհատ 
ւ-պերատոր, իսկ ). -ե իրական թիվ, որը սակայն կախված Լ կետիցւ

Այսպիսով, պահպանելով Հէ.-կ-ձ տեսքի արտապատկերումների ղասի շատ հատկություններ!, 
ի ղասի ե. փակույթր հանղիսանում է, բավականին ավելի յայն ղասւ
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