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О плоском установившемся течении тепла в зигзагообразном теле 

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 2O/IV 1970)

В работе дается решение задачи плоского установившегося тече
ния тепла в призматическом теле, имеющем в плане зигзагообразную 
форму (рис. 1), когда на гранях области задано распределение тем
пературы, а внутри тела происходит тепловыделение. Математически 
задача сводится к решению уравнения (։)

0*6г(д. у) 
дх»

дЧЦх, у) 
ду'

= ֊ ֊“'(А у). (1)

где^Х коэффициент теплопроводности материала, гг(л, у) интен
сивность тепловыделения, а также удовлетворению граничным условиям 

и(х, «>х) = 5„(л), и(х. и.л + г/) = 5(л). (2)

Здесь <и = ly 0.

Рис. 1

Для простоты ограничиваемся симметричным случаем, когда



прерывны и обладают почти всюду в (О, с) производной с ограни
ченной вариацией. Что касается а» (л. У), то предполагаем, что она 
удовлетворяет условиям Дирихле. • I

Прежде чем переходить к построении» решения, преобразуем 
систему координат:

X = 5; у — Ш Л = 1}У 1 + ш* • (4>

Тогда функция I'* (?, т,) С/(В, <»£ + \ I 1 + ®* ) будет удсвлетво-

рять в прямоугольной области 0<Ч<.с; 0<^т(<<— - уравне-
У 1 ։- «•>’

ник» с неразделяющнмися переменными

где обозначено

ш

и граничным условиям

d։U* о дгЦ* , 
------------2а------------1֊

о* d; dr(

«’• (t = W(5t <м> + Ъ V 1 i ).

V*(5. 0) = М); U* [ I .
\ I 1 +®’ /

dU* 
di

dU* ՝ дЦ* 
di dt]

(5>

(6>

(7>

Для нахождения функции U* (։, т,) воспользуемся работой (*).
Будем искать функцию т։) одновременно в виде двух раз

ложений в ряд:

(5, т,) =2/* (с) sin -j* т4 = -t- 2g*(€)cosf*Tj, (8)-
Ь~! Ь-1

где
d.

1*=-^-. (it - _■£==; />(«)= ~ ( £/*(t Tj) Sin T},
Jj у 1 + Ш» dt J

d,
g* (՝)=“( (t TiJcosftr.dij, 

a» J (9)

Для определения />(:) и #>(Е) умножим уравнение (5) пооче-

2 2редко на —5|||рт4(/^ и —со§7#т|б/т| н проинтегрируем от 0 до
<7,

б/1։ Принимая во внимание граничные условия (7), будем иметь:
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Л (0 + 2 » < =) 2 ’,) 51п 1» »,</*.+

+ 7.[$о(П -(1)‘5(։)| ’

8*0) 2»1»/*(0 Т»8»0)“ - " — I (’. ’.)СО8 7аг4</т,+.

О

^9*0).
Здесь обозначено (Ю)

ди* д! •

Решая уравнения (10) и удовлетворяя соответствующим гранич
ным условиям для /*(:) и $*('), получим:

=—ТТ----- (сЬ*т*(с ;)( —а($0(О) (- 1)*5(0)) ։1п 17*: 4-

+ (Р*(/)со5«т*(| —о —(?*(Оз։п«т»О — /))сь *7* ь/г|-ь

4- СИ *7*5 [ а ($0 (с) — (— 1 )>5 (с)) 81п а ,> (с — 5) 4- (Р*(/)СО8Я7»(/ ;)+■

4֊ и* (!) 51п Х7* (Г ։))сЬ »7* (с 1 :

■в» (О
2 — -■-■■■ 

>7*4Г։8Ь»7*С
сИл»(с Е)(х(50((>) -(-!)* 50(0))сО8 н*(+ (11)

1։

-4- (Р* (О з!п хт* (/ -;) -г <?* (О«о817* (/ — 5))сИ <7* Л// —
и

—С1О7*; (а(\(<?) ( —1)*5(с))со8 17*(с ֊-։)+ I (Р*(/)$1па7*(/ 5)—

— <2* (0СО8<»7» (< — «)) сЬ »Т* (С — 0<И) •

тле ■* = — • Для к = 0 имеем
IV1
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Яо (О = с6 ((֊/)
1 т,)^ 4-а ($„(/)֊ $'('))֊

О

-5։(/) + $г(Г)| +з|$л(О- ЭДП<«. (12>

где Со постоянная интегрирования, которая определится в даль
нейшем При этом должно выполняться следующее условие:

С Г (/,
$։(В) а (ЗД- 5' («))](/; = у ^«•(8, (13)

о о о

В выражения для /*(Е) и к* (:) входят неизвестные значения 
5։ (;) и $к(0- Для их определения потребуем выполнения первой 
группы граничных условий (7) вторым представлением функции 
V (<• Ъ). 1^38

^֊-+-2?*(О = 5о(;). ^ + 2(֊ 1)ЗД = $(‘.). (Н)

к-1 Ы

2 /"Умножим оба сравнения (14) на — С050/«с/;, где 2? = -— • н
с с

проинтегрируем от 0 до г. Замечая, что ряды в (14) сходятся в (0, с) 
равномерно, вследствие чего возможна перестановка знаков суммы н 
интеграла, после некоторых преобразований получим

С11 —( — 1)’СО5аЗ.</։
2 ае> у-----------------------------------------

</։ 5И *2?с/։

■[(+(-!)> :/](£»- 72)^)

Г1, (7^-92-4а»1;^

+ Р^. (5=0; 1) (15»

а\’> =

Здесь введены следующие обозначения:

С

ау>=2 (5։(:)֊(֊ 1)'$:(Е)]СО8^<«;

I Л (0) ֊ (֊ 1)’Л(И1 4֊ 2'1^0 (0) ֊ (- 1)*5(0) —

пб> = -------------
511

( 1)4(50(с) ( 1)*5(с))|:

е

4֊ ( I)1 С05&Д; — а</։ -|- а г։)5Ь -Ьут,] 4 >$Ь [-$,,(։) 4՜ (1С)|

и

68



։я։

֊ СО8 «а^։) [50(0) - 5(О) ( 1И5.(с)-5(с))|).

При к = 0 имеем:

1)*11- /„<") т() (Л։ — 2 т,) (1 т,

Г

5ДЕ) 4- 5(0] (1Е;
•Л

у- у «•’ (Е, 7,) //г. + а ($0 ( = ) - 5' (5))] <11-, 

О

Со- -~-]50(с) 5(с)] -^-]5о(О) 5(0) 50(с) 4-5(01 4 (17)
с1. 2с

о

с а, г

4 —у- «••(?. л)гП<Л у |50( = ) 5(։)|г/;

0 0 о

В свою очередь и т'}', согласно (II). определятся из сле
дующей системы:

՝ — 2։7*
с||>1*с (—1)’со*з;*с

С 81| *7* с

4 <.(1 -Н- IV ՝)(т;
П (тИ9:

+ -7՛;՝, (1Я)

1ЛС
| г

(/{" —-— — I I «• (С, ч)[вш 7* (•>! + «։) СЬ п» (< 0 4-
511 му>(? Р .1 лI и О

4- ( 1)’51гц»(։< - ®Е — 7,к Ь>74:|</и֊

С

| |50(:) (-1)‘5'(0||«51пз1»'

.СИ *1*Е 4-*со5 ։֊и >,* (г Е) 4 ( 1 )՝(•։ Мп ։■;* (‘ Е)с1»*1*Е4 (19)
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4-*С0$։ч*(с ;) ей г(*;)] (11}.

Таким образом, для определения н получили совокуп
ность бесконечных систем линейных алгебраических уравнений (15), 
(17) и (18) Исследование полученной совокупности показывает, что 
при |з| 0,9 суммы модулей коэффициентов в каждом из уравнений
системы (15) и (18), начиная с4>2, />2, строго меньше единицы. 
Свободные р'‘} и я*1’, как легко видеть из (16) и (19). оставаясь огра- 

ничейными в своей совокупности, убывают с быстротой 0( — 1 и0( —) .

Мз теории бесконечных систем (’) следует единственность ограни
ченного решения систем (15). (17) и (18) и сходимость метода по
следовательных приближений. Заметим далее, что при |а|<0,78 неиз
вестные и т’Д начиная с некоторых / = А = А’,, зависящих от

<7 Ла и отношения сторон —» стремятся к нулю соответственно с быс-

тротой О • В самом деле, обозначив «у) — —2— ;

т[՝} =֊ ——, для новых неизвестных и получим системы урав-

нений, суммы модулей коэффициентов в каждом из уравнений, на
чиная с Л = А։, / = /ь не превосходят числа, меньшего единицы, а 

свободные члены стремятся к нулю с быстротой о( ' Л . 0(—•

Подставляя значение /»(:) из (И) в первое из разложений (8), 
принимая во внимание (15), (16) и (18) и переходя к декартовым ко
ординатам, после различных преобразований окончательно получим

Щ*, У) = >^$(л) +
<7

я!п *[ * (у у — в л)
1» (ей 2 *7*4 — СО5 2а-[*Л)

(/п^> +/иП)) (л) -Ь (шу>-

- <>) а; (с л) у։)<4(х, Хр уу.) <у։4х,4-

л
гЪ

+ 2 ( 1\( Ч)- (-!)<$'(х,)| Ь(х. л։)1/х,- 
</ и
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с

X

(л1) — ( - ։)‘ 5' (>:,)I £* (с х, с — х։)б/х,

1 У՝51П&/Д _______
2с 2 ՝'*&/(/ ֊ со5 2а*5,</)

|(а<0) д(0) Л, (чу . аХ) +

4֊ («</> ау’ОЛМ*/֊ *у+ «Л)|. (20)

Здесь введены следующие обозначения:

/՝*(х) = сЬ 47* (2с — X) СОЗ 07*л — сИ >7 ьхсоз՜!;* (2с — х);

О* (ж, х„ >У,) = 51П 7* (аХ — »у։)511 »7*(2с — X 4֊ X,) —

— 51 п 7* (2«- — ол ф- >у։) 511 *7, (х — Л,) 4- 51п 7* (ах 4֊ 

ч- *У,)5|) *7* (2г — X- X,) — 5|П7* (2ас — ах — »у։)з!1 *[*(Х 4֊ л։);

Л*(х, х։) = а |51п 57*(2с — Х4- х,)5Ьг;»(л х,) —

— 5|П 17* ( х — Х։)5Ь <7* (2с — д 4֊ х։) — $1п 37* (х 4-

4- л։) «И -<7* (2с- х х։) 4-51п«7* (2с х — л1)5Ь*7«(л4х։)]4-

4-*|СО5«7*(2с X 4-Х։)с11 *7։ (X Х,) - СО5 37* (X - (21)

— х։)сЬ »т*(2с — Л 4֊ х։) 4֊со5 37»(2с х х,) сЬ *7* (д 4-х։) —

— С05 ат* (х 4-х։) сЬ >7* (2с -х —х,)|;

(у) ֊ 51н ։2/у 811 *оу(2-.(/ у) $таЗД2></ у)5Ь*В/у.

К другому представлению функции £/(х, у) придем, если но 
второе из разложений (8) подставим значение д'*(х) и проделаем ана
логичные выкладки.

Таким образом, для (/(л, у) получим два выражения, предпочи
тая одно другому в зависимости от быстроты сходимости рядов в 
исследуемой точке.

Задаваясь значениями функций 50 (л), 5՝(д) и — и’(г. V), а 
л

4
также отношением — и величиной угла 8, из (15), (17) и (18) реше

нием усеченных систем найдем оценки для <^՝։, и Со сверху и 
снизу, после чего способом, описанным в (*), из (201 получим зна
чения У(х, у) с избытком и недостатком. Заметим халее, что при 
а = 0 ряды, входящие в выражения для т\՝> и а}’1, исчезают, беско
нечные системы (15) и (18) линейных уравнений вырождаются в ра՜ 
венства и решение совпадает с решением, получаемым классическим 
способом.

Циститу! члтематики н механики
Академии наук Арчинской ССР
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Հողվածում դիտարկվում ( ղիդղադաձև րնդրս յնական կտրվածը Ոէնեցոդ սյրիղմ ատրիկ 
մարմնում քերմոէթ քան հարթ կայունացած հոսանըի խնղիրրւ Կոորդինատական սիստեմի ձևա- 
փոխման շնոր՚իվ խնղիրր բերվում Լ չտրոհվող փոփոի>ակաՆՆե,,ով (5) Հավասարման յոէծմանրւ 
Լուծոէմր տրվում ( րստ եոանկյունա յին և ՁՈւ^Ւ'այՒ^ ֆունկցիաների շարքերի միքոցով, որոնց 
անհայտ գործակիցները որոշվում են գծային հանրահաշվական հավասարումների յիովին ոեղոպ- 
յար անվերյ սիստԼմներիցւ
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