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Некоторые задачи о кручении юл вращения н эллипсоидальных 
координатах, когда скручивающая нагрузка задается в напряжениях, 
рассматривались в ряде работ (' ' и др.). Кручение вытянутого эллип
соида вращения, когда на части его поверхности отсутствуют пере
мещения, а на остальной части заданы напряжения, рассмотрено в 
работе (*).

Кручение гиперболоида вращения при смешанных граничных 
условиях рассмотрено в работе (’).

В настоящей работе рассматривается кручение вытянутого эл
липсоида вращения, [составленного из двух полуэллипсоидов из раз
личных материалов, когда крутящая нагрузка приложена на поверх
ности эллипсоида напряжениями. Решение задачи представляется в 
виде суммы рядов Лежандра и Банерлжн.

1. В вытянутых эллипсоидальных координатах а, р, = решение 
задачи о кручении тел вращения сводится к определению (4) функ
ции перемещения Чг(а, р), которая в области осевого сечения эллип
соида удовлетворяет уравнениюԺՏ|1՜Ժ а*

Ժ»'1՜ Ժ ч 

di
+3ctg3 = 0. (1.1)-}-3ctli։ Ժ0

Перемещение и9 и напряжения и - выражаются через функцию 
Чг(а, р) следующими формулами:

U9 - cshasln рч’ (։, р);

- 0.2)
У ch*a—cos*p д 1

_ sh a sin р d՝r та, = 11 —-
| ch ’a — cos? d p

где 2 c фокусное расстояние эллипсоида, a G- модуль сдвига.
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Рассмотрим кручение вытянутого эллипсоида вращения, состав
ленного из двух полуэллнпсондов из различных материалов. Полагаем, 
что крутящая нагрузка приложена на свободной поверхности эллипсои
да напряжениями (рис. 1).

Рис. 1

Граничные условия задачи будут иметь вид:

?) = /,(₽)

₽>=Л(Р)

(1.3)

Функцию перемещения 4՜ (а, р) для этой задачи ищем в виде:

’Г (з, [5) =

Ч\.(а, ?)

Ч'՜, (а. ?)

(I. 4)

Тогда для определения функций (/=1,2) будем иметь следующие 
условия:

0,811 а։ $1 п 3 дя )

/ Ц Г \ •_______________
б։ 811 а, $1п ? (------ 2-) =О сИ-'а, Соз’?/.,(?)

\ д я /^1,

I С11։?։ С052? /։(?)

(1.6)
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Решения уравнения (1.1) для функций '!'/(/ = 1,2) берем в виде сум 
мы рядов Лежандра и Банерджи

'•'< («. ?) = А<" ։р2*_1 (<* ’)^2* 1 (С05Р)

(1.7)

’ /т>(сЬа)Р_1. ^(сояр) (7 = 1-2).

где
(1 

<1:

Заметим, что при 1«|<1 для функций Лежандра имеют место
следующие соотношения:

Лч-Н :) 7’д.֊1 (:);

^-։(-5) = ^.,(0;

(1 'г)^,.-։( = )^-։ (с)<Н =

О
Н։-5։)4֊.(^.1(')^ =

• /I

2п (2п 1)
4л — 1 

О

т — п

/п =г= п
(1.8)

Р„. ,(<>) = «. 11.9)

Заметим также, что возможность представления произвольной 
функции в ряд но коническим функциям Р_1 <-(с1։а) установлена в 
работе Д. Банерджи (").

Представление произвольной функции в ряд по производным 
конической функции {Р_£ .. (сЬа)| также возможно, что можно уста- 

повить, следуя методу Банерджи.
Действительно, пусть имеет место разложение

/ (с)։ ։) = р_։ (с1։а)$Ь3з (0 а < /) (1.10)

и предположим, что оно справедливо на интервале (0<^а< /)• 
Воспользуемся интегральным представлением

5|։’аР

о
сЬ« —сЬ« cos•udu, 

(111)
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которое на основании формулы

Р-1 „(ch а)-
| 2 Г cos ’<?d 
к .1 1 ch a —ch ՛>

(1.12)

выведено в работе (').
Произведя в правой части (1.11) интегрирование по частям, полу

чим:

sh-'iP_£ //ch») =— 
2

1 4-4? f
21 2"«- J

slnrwjsh/к/w 
| ch i - ch//

(1.13)

Подставляя (1.13) в (1.10), будем иметь

Ф (ch //) sh udti
J I ch։ - ch//

(114)

или

/(/) = * ?(г) dz
I I

(1.15)

Для заданной функции АНО функция <?(г) определится решени
ем интегрального уравнения Абеля (1.15):

?(г) = ±АС^Ж = ± (1.|6)
я //г 3 | г — / г 3 ) / г — <

։ ।

где использовано значение Р(1)=0.
В уравнении (1.14) было введено обозначение

3 - aU1+4?)
j (ch ц) = - - - --------------- — sin т» // (0 < и

2) 2 '»

которое представляется как разложение функции ?(chu) в ряд Фурье

<р (ch и) sin ~k udu. (I.IK)

Если разложение (1.17) сходится 'и интегральное уравнение 
(1.14) имеет непрерывное и единственное решение, тогда разложе
ние (1.10) также будет сходиться.

2. Произведя суммирование и рядах Банерджн, входящих в 
(1.7), по корням (•) уравнения

(.(ch д։) -0 (2.1)
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и удовлетворив условиям (1.5), получим:

12? 1 (I л)
(ch*i) sMa, — 9д. (1 = '• $)• (2-2)

При этом использованы соотношения (1.8) и следующие обозначения:
I 

а“>= pl - 

и
О

(1 /»•(?) rfc;

/։(•) = ft Orc cos 5)1 ch-a, — i* (/=1,2).

Удовлетворив первому из условий (1.6), получим:

(2.3)

(2.4)

2 Ю.Я’О-одерч р (О)РЧ+(, (cha)=0 (0<а<«։). (2-5) 
к> I 1 . *

откуда следует
6՝Л» = (i3By. (2.6)

Удовлетворив второму из условий (1.6), будем иметь

2W.,֊<№.,(0)^ । (ch а) = 
» 1

= 2(^»-Я<»)Р 1 (O)P_L+<t(cha) (0<a<a։). (2.7)
. . А- 2 А ՝ '

Пользуясь значением следующего интеграла

О
(cha)P_i (ch a) d a = (2.8)

где

(ch ։,) s^։“։j= и sin ~kudu

о
I 2ch a, — 2chu

- 2ch a, HSln**M| 2ch a, — 2ch nd и (2.9)
u

и t> суть корни уравнения (2.1), н< (2.7) получим:



цияу’ -^)Р‘ут.,. (О)= տ ֊ *»-,>^.-.<0> |’։1'*>^а-,<։Ь»Р’4 <-/>”)<։'-• (2.10) 

О
Так как функции Р,, ДО =’?«-։ (О и Р 1 (О У- (О удовле- * 2 р р

творяют дифференциальным уравнениям:

/ 9 \(Г ֊ 1 )у:р (О + 4^(0 + ( > + 7 )У-,(0 = °:

(2.11)
(Р- (0 + 4^г>_,(О-(4Лг-2Л 2)?շ* ։(О=0,

то, умножив мерное из них на (Р—1)га*-։(0- а второе на (Р— 1)у, (О 

и вычтя нз первого произведения второе, после интегрирования раз
ности в пределах от единицы до /։ = сЬа։, получим

( (է1֊ 1)Р^_։(ОР'_± !■

1

2 Р
(2-12)

Подставляя это значение в (2.10) и пользуясь соотношениями (2.2) и
(2.6), получим: .

£•?> = 
р

Բ'-Լ Мр(сЬа։) 

о։(О։-а։)Р_1 
2 р

(0)(4/?-1)(0՝տ<՚֊ԳՀ2')
(0)2.

г*-՝2Ъ(2Ь - I) ֊; ('շ/ք г)’
(2.13)

Пользуясь определенными выражениями функций (л> 3) Ог =* 
= 1, 2) и формулами (1.2), можно определить упругие перемещения 
и напряжения в любой точке составного эллипсоида.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Р. Լ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ
(1ИН|Ш1|Г|Ш| ձ<|Փււծ ււքտսւմսւն էյ|ւս|սոիդի ո|որում[ւ

դիտարկվում / ձդված պտտման Լ լ քւ պ * ո ի դ ի Ո[Որմ ան խնդիր ր> է/իպսոիդր կազմ -
/ տարրեր ն յՈ1 ք/ Լ ր ի երկու կիսաՀքիպսոիդների միացումով» ՈլորՈէմն իրագործվում (

Լլիպսոիդի մակերևույթի վրա կիրաոված (արՈւմներովւ
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հնգրի 1»*ծէէւմր ներկս»յացվեյ / Լեմանգրի ե Բտներչիի չարքերի գումարի
Կամայական ֆունկցիան րոտ աոային սեոի կոնական ֆունկցիաների չարքով ներկս.յացնեյոլ 

հարցր ււաււմէասիր^ւ Հ Բաներչիի աշխատանքում |ճ|» «""/'^/’ք •"դվ^ծում անվան-
վեյ են Րաներքիի շարքեր։

Հողվածի աոաչին մասում ց*1յց I ւորվեյ, որ կամայական ֆունկցիան Հնարավոր է ներ
կա յացնեյ Նաև (»սււ աոաշին սեոի կոնական ֆունկցիաների ածանցյայների չարքով՛

Բաներչիի չարքերում օգտագործվող արմատների հատուկ րնտրո»թյամր գիտարկված խնգրի 
համար ստացվել ( փակ լուծում՛
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