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I Квадратичные гиперполосы ранга п-2 в проективном пространстве Р

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Л. А. Талэляном 11/11 1970)

1. В работе (’) было построено инвариантное оснащение гиперп'о- 
лос Н„ շ ранга п — 2 в пространстве Рп. В настоящей работе рассмат­
ривается частный вид гиперполос Нп ։ в пространстве Р„. именно 
квадратичные гиперполосы, построение инвариантного оснащения ко­
торых тесно связано с инвариантным оснащением гиперповерхностей 
конформного пространства Ся_։ (г).

Если Չ„_| невырожденная гиперквадрика н проективном прост­
ранстве Рп и 1/„֊г—некоторая поверхность, лежащая на ней, то с 
ЭТОЙ поверхностью можно связать гиперполосу /Уя-г, для которой 
поверхность Гя_։ будет базисной Плоский элемент (Д, ։) этой ги­
перполосы образован точкой А поверхности 1/я_2 и гиперплоскостью 
։, касающейся гиперквадрики в точке А. Гиперплоскости ։ огибают 
гиперповерхность 1Հ Հ ранга п — 2. касающуюся гиперквадрики с^я_։ 
вдоль поверхности Уя_... Такую гнперполосу Нп^ назовем квадра­
тичной.

Геометрия квадратичных гиперполос ранга л —2 в пространстве 
Р„ связана с геометрией гиперповерхностей конформного пространст­
ва Сп 1 , так как при перенесении Дарбу пространство С„ । отобра­
жается на гиперквадрику ря_։ проективного пространства Р„. Гипер­
поверхность Г'„. շ пространства Ся_։ при этом отображении перейдет в 
поверхность 1/я_։ с уя_| пространства Рп, с которой можно связать 
квадратичную гиперполосу /՜Л-տ-

2. Пусть Չ„_ւ — невырожденная ւ нперкнадрика в пространстве 
Рп. Ее уравнение н произвольном точечном репере А , (*֊ = ։>,•••, л) 
имеет вид:

6'(А'. А) А,',иЛ‘Л-‘ = 0.

а в соответствующем тангенциальном репере ։‘- вид

(7(Е. ;) = к Ъ'., = О, где Հ.,/,’* = \լ.
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Условие неподвижности этой гиперквадрики при произвольных пре­
образованиях репера А. имеет вид: I 1

•; - ** w* = 2 *<*• • 11)

Если точке .Ао репера лежит на гиперквадрике । , а ее гипер­
плоскость ։’ касается гиперквадрики, то к». = 0. Я” = <>. Так как 
точки Др(р=1,- • ,л О лежат в гиперплоскости х", то они по­
лярно сопряжены точке Ло относительно гиперквадрики р„_։ , поэто­
му Ячг - Точно так же из того, что гиперплоскости я*. проходя­
щие мере ։ точку До. полярно сопряжены гиперплоскости »• относите.! - 
но гиперквадрики (?«_| . вытекает, что ^' = 0. Кроме того уравне­
на гиперквадрики 9, ։ можно пронормировать условием ц„„ - 1. ;

Используя уравнение (I), можно найти соотношения, котор։ е 
сьязыв.1 ։т коэффициенты уравнения гиперквадрики । с компонен- 
ими инфинитезимального перемещения присоединенного к ней се­
мейства реперов. Из этих соотношений нам понадобятся следующие:

V Крч = + gq*">np t- 2 ^RP4,

'«J = ®"o = 0- (/»- <7. r = I,- • •, n — 1).

3. Рассмотрим квадратичную гнперполосу Hn г на гнперквадрц- 
е । . Специализируем репер, присоединенный к этой гиперквадри­

ке так. чтобы его точки /<( (/=!,•••, п — 2) лежали в касательной 
плоскости Ек базисной поверхности гиперполосы /Д_а, з 
точка А„ 1 принадлежала характеристике f։ ее гиперповерхност i 
I Toi да получим: •

«Г‘=о, <։ = о. (3)

А читывая эти соотношения, из второго уравнения системы (2) 
при р = п — 1 получим: £■/, „_։ <м* = 0. Формы *•/-= и»1 будут базисными 
формами для гиперполосы /7п-з. поэтому они линейно независимы. 
Следовательно

£|. —։=0. (4>
։ силу этого, из (2) находим, что / I 

“*? = Кч и‘! ■
Этн соотношения 
ной гиперполосы 
перквздрики Q,

показывают, чго основной тензор а։, (’) квадратнч- 
/Л-з совпадает с коэффициентами gtj уравнения гн-

Соотношения (4) означают, что характеристика 
। । ищ рповерхности и касательная плоскость Еп.з поверхности 

: полярно сопряжены относительно гиперквадрики (^я_։ . |
I ч как ։/<7 у.<)։ то ,13 ВТОрОГО уравнения системы (2) сле-

' т. что „ прн р = п __ ։ в силу (3) находим I. я-։ IU* =t>
и как 

1
t'ljnit, аналогичное рассуждение приводит к соотношениям
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И< первого уравнения системы (2) при р = (. </ = п I получим: 
Яо("-1, । Я. ։ .«О 4֊ Я»-1. 1 —О. (6)

Продолжение уравнений (3) вводит величины *,_(• которые в 
I силу (б) связаны соотношением:

К<»4*| + *•֊!.«•/+в«-1. ’4Г1*-О. (7)
I Свертывая (7) по индексам /, /, находим соотношение
I К,-» + я,_։. . 4- ,-| I"-1 = 0, (8)

I которое связывает величины *.֊| и К"՜* . введенные в ('). Рассмот- 
I рим инвариантную точку .И. । - .4„ ։ — Х,_| ,40 и гиперплоскость 
I 1‘ ' = ։"՜’ <я : зя. определяемые этими объектами. Проверка пока- 
взывает, что соотношение (8) является условием полярной сопряжен- 
| ноет и точки М, । и । нперплоскости р-՜1 относительно гиперквадрики

I В силу (7). тензоры Ь,/ и с11, введенные в (*). связаны соотно- 
I шениями:
В + (9)

■Эти соотношения показывают, что тензоры и <4/ имеют одинаковый 
I ранг. В частности, если один из них обращается н нуль, то и другой 
|та..же обращается в нуль. Геометрически это означает, что. если по- 
I верхность V',-.. квадратичной гнперполосы Н, 2 становится плоской, 
■го ее гиперповерхность 1'я;} будет гиперконусом и наоборот. В даль- 
Ь|ейшем будем предполагать, что тензоры Ьч и с,( невырожденны
I В силу (91 тензоры я,,, Ь^, с1' можно привести одновременно к 
■диагональном) виду, а это означает, что сопряженной сети на поверх- 
к мости квадратичной гнперполосы Л/, 2, соответствует фокальная 
| сеть на гиперповерхности У’£_|.
I 4. Продолжение уравнений (8) приводит к соотношениям:

■ '֊< + Ям + = 0. (Ю)
| связывающим объекты *֊/ и , введенные в (*). Эти объекты опреде­
ляют соответственно инвариантные плоскости £„ , ■= [.VI,-• -.И„ . | и 
I Е - |р* • р"՜2 ]. где ЛЬ = Л — к, До, р' = а* — к‘։я. Из (10) следует, 
I что эти плоскости полярно сопряжены относительно гиперквадрики

‘ • •
I Далее, дифференцируя конарнвнтно соотношения (!<•), находим 
ксвязь между величинами ху и Ху, введенные в (’):
| Ям * , + Я-1.. -г- х-Д = 0. (П)

ВСвертывая левую часть уравнения (11) с тензором х(/. получим со- 
|отношеннс
I X1՛ 4՜ *1 ~ Я" ։. • 1 ■ Я*» в 0, (12)

'которое связывает величины К. и »’ (*). Эти величины определяй г
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инвариантную точку ЛЕ, = Л. + *' 'Л,-. -х. X' Л - л., До и гиперплос­
кость ,;<> = во *°а*. В силу (8). (10) и (12), эти обра-
чи оказываются полярно сопряженными относительно гиперквадрики

ч -Я
Тензоры 1ц и Л'7, введенные в ('). » силу (И), (12) н (9). свя­

заны соотношениями: Я

Обозначим через ЛТЯ точку пересечения гиперплоскости и0 и 
прямой |ХАМ- а через 7-гиперплоскость, проходящую через точ- 
ку И, и принадлежащую пучку гиперплоскостей |1?р"| (здесь .Ч(>

-|0. .р » ■> Теперь рассмотрим точку Л1 = Л4„ +'-Хо пересечения 

прямой |Л1,Д?Я] с гиперквадрикой рл_։. Легко проверить, что точка 
.4 является четвертой гармонической точкой для точки Л/о относи­
тельно точек И,. Ия. Гиперплоскость |* — '֊р" из пучка гипер­
плоскостей рн'՝!. является касательной к гиперквадрике (}„ ։, Она 
будет четвертой гармонической гиперплоскостью для гиперплоскост । 
!■’ относительно гиперплоскостей р°. р1’. Более того, точка М и гипер­
плоскость р инцидентны и полярно сопряжены относительно гилер- 

вадрикн Следовательно можно положить Л1=Л1Я, р =•■ |»°. С ин­
вариантной точкой .И„ и гиперплоскостью р° связываются тензор՝։ 
/У ' =_ а -г /{>>/. /,(/ /(/ -»֊ , причем Н‘ Ь,, =£0 сЧ — Эти тензо­
ры связаны соотношениями: Л

£<> ֊г ffi.-i.ii-։ /-։* /Г՜* = 0- I

5. Подсчет показывает, что матрица коэффициентов уравнения 
гиперквадрики М,_։ в инвариантном репере принимает вид: I

/ООО - 1 \ I I
О ” 0 0 \ Н = 0,--‘, «).

I о ” ^л-1.я-։ 0 I (։,/»!.•••, л-2).
\ -1 о о о /

()п !.„-։ = £я_|>(|_։ . •'*•** «Я
1еперь мы можем указать связь оснащения, а также геометри­

ческих оьразон, связанных с квадратичной гиперполосой 11п~2 в про- 
транстве С,, с оснащением и геометрическими образами гиперпо- 

к' рхностн Г л г конформного пространства С,_|. рассмотренными в рз- 
ооте (։). I

՛••’ матрицы (13) показывает, что построенный инвариантный 
Р н։ р является репером такого же типа, как репер, использованный 
>< р.|б(ю ( >։ цри изучении конформной геометрии гиперповерхности

։>и лом । лрмоническому полюсу Л1я-։ на характеристике гиперпо* 
ерхиостн 1/я • соответствует центральная гиперсфера сп ։ = Ля-1 т-
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_ _ ' _
Ч-аА, из пучка гиперсфер Ая_1+лА„, касательных к гиперповерхнос­

ти \’Л1 и точке А„. Так как гиперплоскость р”՜1 и точка А7Я-։ по­
лярно сопряжены относительно гиперквадрики (]„ I, то гармонической 
поляре ря՜’ из пучка гиперплоскостей |ал-’ая| соответствует та же 
центральная гиперсфера _։. 11ивариантной плоскости Еп 3. натяну­
той на линейно независимые точки , соответствует инвариантный 
пучок гиперсфер базисом которого являются линейно независимые 
гиперсферы С/ = А/ — Ь,Ап. Но поскольку инвариантная плоскость Ег 
полярно сопряжена плоскости Е„_з относительно гиперквадрики ря_|, 
то плоскости Е3 будет соответствовать тот же инвариантный пучок 
гиперсфер. Инвариантной точке Н„ соответствует инвариантная точка

С„ = А'-аАп.^Ь'А. Нг)А0.

Но так как гиперплоскость полярно сопряжена точке .И, относи- 
этельно гиперквадрики Цп ։, то гиперплоскости будет соответство­
вать эта же инвариантная точка Сп. .
I Тензорам цц ,а,/. Сц. связанным с окрестностями первого, второ­
го и четвертого порядка гиперповерхности Уп֊з пространства 
С„_։, будут соответствовать тензоры хо Л/ • /-ь квадратичной гипер­
полосы Нп-! пространства Р„, связанные с окрестностями таких же 
.Порядков.
I Таким образом, инвариантный р**пер гиперповерхности Vкон­
формного пространства Сл_։, построенный в работе (2)՝ при перенесе­
нии Дарбу переходит в построенный нами инвариантный репер квад­

ратичной гнперполосы Нп.? проективного пространства Р„
I Считаю своим долгом поблагодарить Ч А. Акивиса. под руко­
водством которою выполнена настоящая работа.
I Ереванский государственный
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