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I. В настоящей работе изучается геометрия п • параметрнчес- 
■их многообразий (А) конусов второго порядка в проективном прост- 
■анстне Р»- В отличие от работ (' ’), посвященных изучению таких 
Вцогообра.зий в трехмерном пространстве, в этой работе изучение 
■ногиобразий конусов ведется инвариантными методами (’ При 
Ком строится инвариантное оснащение мио)ообразия конусов, и 
кется инвариантная характеристика некоторых частных классов та- 
их многообразий.
■ 2 В п- мерном проективном пространстве Рл рассмотрим п -па
Неметрическое многообразие (Л) невырожденных конусов второго 
Врялка. Предположим, что вершина А конуса многообразия (к) опи- 
■I |.|' т л- мерную область О пространства Р„. Поместим точку До 
1< вижного репера (Ао, Л«) в вершину Л конуса. Тогда урав-
Нхие этого конуса принимает вид

I а։/х'дг/ = о. (|)
V <1е( (нм) 0.
■ Здесь и в дальнейшем нее латинские индексы принимают значе- 
■я I, 2,... п, а греческие индексы 0, !,•••, п.
■ Уравнения инфинитезимальных перемещений ренера Я. записы- 
Ик тся в виде
I = ш{Л։, (2)

■ нчем формы Пфаффа удовлетворяют структурным уравнениям 
|| 'Активного пространства

I (3)

®РМЫ *’7,-"»' являются независимыми линейными комбинациями диф- 
■ренцналор главных параметров. Назовем эты формы базисными 
■рмами. 1огда если точка /4С неподвижна, то и>'«=0 и стационарная 
В1' Руппа точки Ло определяется уравнениями



8А0 = ^Ао. «Л - "'Л + к/л/՛ (4)

где через о обозначено дифференцирование по параметрам стацио- 
„орпоА полереппы. о «>-»•(»). Считая кроме того, что репер норм,,, 
ром. условием (.4.. 4,- ■ М.) = I. мм получим £

«: = (5)

3 Найдем условия неподвижности точки .И = л До + л' А4 при 
преобразованиях подвижного репера, определяемого уравнениями (2). 
Если точка 31 неподвижна, то <ЛИ = вЛ1. Отсюда следует, что

<1х' = Ох* - дЛо|. (6)

При - 0 эти уравнения принимают вид И

ох1 = Ох' - Х'г‘, 0Х° = 6х° - х* «о - х«^. (7|

Эта система является условием инвариантности точки М при 
преобразованиях стационарной подгруппы. 11

Условия инвариантности гиперплоскости, базисными точками ко
торой являются точки 11

Л<| = х/Д) + А1 (8)

записываются в виде МЬ = 0'3/,. Отсюда находим |

Г,Л = ֊ "о ~ 4 (91

где через г обозначен оператор ковариантного дифференцировании 
по параметрам стационарной подгруппы, такой, что

~ Ц ֊ *{. К 1

Условия инвариантности конуса VI) по отношению к преобразо
ваниям стационарной подгруппы находим из соотношения 3(а(/х'х1 )«ч 
Ьа^х՝ х>. Учитывая (7), получим |

V ah ^1ач - = 0а1Г

■*т" означает, что коэффициенты at уравнения конуса (1) образу* 
относительный тензор. Нормируем коэффициенты уравнения конус 

՛՛""՛*'м а ~ del (aiJ = ՝• Тогда '>а — a4f,ati = 0. После подстановк 
зна юний а{/ из условий инвариантности конуса, получим 2~{

֊’) Учитывая уравнение (5), находим 0 = — 
п °՜ 1 

аким образом условие инвариантности конуса (1) записывав1 
в виде:

’•"-/= Ч. 1

пя.и«\1*аЯ 11 М<<"՝,Н"'|1ЫС гс°мчтрическпе объекты и тензоры мпог 
резня конуеов (*). Из соотношении (101 следует, что

HI



^а„ = (П)

где через V обозначен оператор ковариантного дифференцирования 
по всем параметрам проективной группы преобразований. Из (И), мы 
получим Кд», а из условия ) = 1 —соотношение

= (12> 

Далее, дифференцируя
Картана, находим

(11) внешним образом и применяя лемму

ц __ 9 9
V/ = —- -------------- / ш® - (1 ц>® —• и м>" -4- —-ц -4- X и/ (13)

Таким образом, величины вместе с тензором а(/образуют гео
метрический объект—фундаментальный объект первого порядка. Ве
личины >•//*«■ симметричны по двум первым и двум последним индекс
ам .

Введем тензор а11, обратный тензору а такой что а'*а» = 3', 
Дифференцируя это соотношение, находим </<?'= — откуда

Обозначив

находим

о
= —а*'ш«

п

_______________ п)* )
(л 1)(л+2)

(Н)

(15)

(16)= /X 4- 4-
Эти уравнения показывают, что величины Ь образуют геометри

ческий объект.
Далее, обозначив

+ «ы \ <17>
получим

п ։>
=-------- (1 в)

откуда следует, что о,,* является относительным тензором Этот тен
зор, симметричный по первым двум индексам, относится к окрест
ности первого порядка. Он удовлетворяет условиям 

а‘>а. . = 0. = 0. (19)

первое из которых следует и< соотношения (12), а второе из (15) и 
!՝")• Дифференцируя (16) внешним образом и применяя лемму Кар- 
тана, получим

4- (20)
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Կ. TO TWIMI (M> вуду?

pu 1 к 1 чп вершены ь он уев





или • Подставляя эти значения в (16) и (20) и учи

тывал. что но* — I1*'/ ՝ получим. Я

Ош* - 2/ »«>* =
л

ХАО?= ~ *|п ՛ ’ х<-

Наконец из (26'). найдем

V , •»֊,) - ֊'г<= 'п ‘ • (՝а‘)+ х< 11}-

Но последние уравнения являются условием неподвижности гипер
квадрики Заол4> + Мт*0) = 0։ т. е. рассматривамое многообра
зие конусов конквадрично. ’* 1

7. Рассмотрим невырожденную квадрику размерности п — 2, оп
ределяемую системой уравнений 3

= °* 'г*‘ + *° = °- (30)

Конус (I) многообразия (Аг) проходит через эту квадрику. Имеет 
место следующая теорема: ■

Теорема 2. Я./я того, чтобы все конусы многообразия (А) 
проходили через неподвижную, невырожденную квадрику размер
ности (л — 2). необходимо и достаточно, чтобы

«/» = 0. \ = о- (31)

Необходимость. Пусть квадрика (30) неподвижна. Тогда не
подвижна и гиперплоскость, определяемая вторым уравнением (30), 
Условие ее неподвижности имеет вид: ■

^ = - (32)

Далее, условие неподвижности (л ֊ 2) — квадрики (30), лежащий в 
этой плоскости запишется в виде ■

д (а^х'х՛) = 22аол'х> тод^‘ 4֊ л» = 0. |
Отсюда, используя уравнения (6), получим: Я ■

7 + С 4֊ а/4 5,4- а* = 2(2֊ Ь)а1}. |

Свертывая это соотношение сначала с а<>, а потом с а>*. найдем

а-о=1к+։,т.ъ Е( = Хр ■

п С11Л,՜' КГ') и/м=0°՛ = 0* ';։к как '« = 'ч, то неподвижная гипер-
1 ' ' ՛ х совпадает с плоскостью я инвариантно присо-

-динениую к конусу многообразия (А). В

та точность. Пусть а//* а о и Ь1/ =0. Второе из этих уе* 
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ловий означает, что гиперплоскость (23) неподвижна. Рассмотрим те
перь п — 2 - квадрику, высекаемую на угой гиперплоскости конусом 
(1). Из первого условия теоремы следует, что

d (а(/х'л') = 2Qa,jx,x> mod ֊р л«=0,

в силу чего п-2- квадрика, по которой конус (1) пересекается с 
гиперплоскостью (23) будет неподвижной.

8. Свяжем с многообразием (А) многообразие интегральных 
кривых уравнения Монжа

at^*i = 0. (33>

Определение. Асимптотической линией миогобразия (А) назы
вается интегральная кривая уравнения (33), сопрнкосающаяся плос
кость которой касается конуса многообразия. Уравнение касательной 
гиперплоскости конуса для образующей, определяемой формами , 
имеет вид:

= 0. (34)

Если линия асимптотическая, то точки Ао. dAB и d2A0 должны нахо
диться на касательной гиперплоскости (34). Отсюда, так как d։Av 
= (•••)■'%+ (V"’z + ‘"J1"' )At, находим = 0. Следовательно урав
нение асимптотических линий имеет вид а|уш*им=0 и и v®y= 0 
Дифференцируя (33) и учитывая последнюю систему, получим:

a(^u»'u>> = 0, 0. (35)

Таким образом, асимптотические направления на конусе многообразия 
(4) высекаются конусом третьего порядка, определяемым вторым 
уравнением (35). При п = 3 на каждом конусе многообразия имеется 
шесть асимптотических направлений. Так как тензор ащ удовлетворя
ет соотношением (19), то нетрудно доказать справедливость следу
ющей теоремы.

Т е о р е м а 3. Для того, чтобы все интегральные линии урав
нения (33) были асимптотическими, необходимо и достаточно, 
чтобы

aujn — 0.

КнроваканскнЙ neaaroi ическни 
институт

Լ. Պ. ՍԱՏԱՐ9ԱՆ

նոնսւ1|ւս1՚ւ ptu<|մւսձևու|>|ունք»եր|ւ ժ|» fiuG[» qaiubr|i iAiiu|։b

Հաղորդման մեջ ուսումնասիրված ( երկրորդ կարգի կոների Ո-պար ա մ ե արան ի թագմա.
•1եուք)յուններր ւղրոեկտիվ տարածոէթ ջան մհք» Կառուցված է ինվարիանտ տհսությոէնր
Ա11է) և տրված 4 ինվարիանտ ի» արա կահ րիս տ ի կ ան նման ր ա գմա ձԼո. թ յո»նն հր ի մի յանի մաս

նավոր դասերի համար»
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