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М А Василем

Я» инвариантном оснащении гнпсрпо.юсы

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л Шап։няном 30/У1 1969»

1. Пусть (Д, ։) плоский элемент и рое ктн иного пространства 
Р,. состоящий из точки А и инцидентной ей гиперплоскости ։. Гилер- 
полосой //,(!< г п — 1) называется г - параметрическое семейство 
плоских элементов (Д. ։), такое, что гиперплоскости ։ касаются по
верхности Гг. описываемой точкой Д. Гиперплоскости в огибают при 
этом гиперповерхность V' ։ ранга г (’), (п—г — I) — мерные образу
ющие которой проходят черех соответствующие точки поверхности 
Г,. При г = п — 1 гиперполоса становится гиперповерхностью.

Проективная теория гиперполос изучалась ранее А. В. Чакмазя- 
ном (5) и Ю. Н. Поповым (*). В настоящей работе строится инвари
антное оснащение гиперполосы ранга г п 2, внутренним обрахом 
связанное с этой полосой В работе использован метол исследования 
погруженных многообразий, развитый Г. Ф. Лаптевым в работе (•>.

2. В проективном пространстве Рп наряду с точечным подвиж
ным репером Д. рассмотрим тангенциальный репер а՝(Е, <».••-, л),
элементы которых связаны условиями инцидентности (Д . ’’) - г-՛-. 
Уравнения инфинитезимальных перемещений этих реперов запишутся 
в виде:

(/А(»«^Д,, </= — и՝։ 1А,

где и»'-- формы Пфаффа, определяющие проективную группу преоб
разований пространства Р„ Они удовлетворяют уравнениям струк
туры

</“»; — А

где 11 — символ внешнего дифференцирования, а Д- символ внешне
го умножения.

Кроме того из условий нормировки (А0Д։- Д«) = 1 следует, что



к элементу (Я. ։) гиперполосы Нп ■֊ присоединим подвижной 
репер, полагая ' А-А в- «- Для гиперполосы Нп֊2 должны вы- 
подняться соотношения (</Я0։л) - (А^ ։") = 0, поэтому ^.Ж

«3 = 0. <։>

Элемент (Ло, ։") гиперполосы Н„-2 зависит от л — 2 параметрон 
//?(/ 1. « 2*. которые называются главными. При «‘= е* эле
мент ( I . ։') остается неподвижным, в силу чего |

«>’ = 0, = о. = о, л — 2). ■

Параметры, определяющие перемещения репера при йи‘ 0 на- 
ни Вя вторичными. Эти параметры являются параметрами стации- I 

ирной подгруппы элемента (А. ։"). Компоненты инфинитезимального
мешения репера стационарной подгруппы определяются формами 

Пфаффа П; ш и и* 0. Дифференцирование по вторичным параме- 
трдм будем обозначать символом 5.

3. В гиперплоскости а" гнперполосы Нп-г лежит (п -2} — плос
кость /, касательная к поверхности Ул_г и прямолинейная образу
ющая Е\ гиперповерхности V" Если прямая £։ и плоскость Еп. 
нах՛՝ ится в общем положении, то гнперполоса Нп-^ называется нео- 

< и. Мы будем предполагать далее, что изучаемая нами гнперполо
са //• . является неособой. Тогда специализируя репер мы получим:

«3֊։ = 0(и), «;_։=0(^).

.'’равнение (1) и (2а) определяют поверхность Ип а, описываемую 
Г"Ч> -и А- .' равнение (1) и (2Ь) определяют гиперповерхность Ф’*;*, 
огибаемую । нперплоскостями а". Формы ш1 — «*,(/= !,•••, п — 2) опре- 

еляют перемещение точки Ао по поверхности |/я֊2. Поэтому они бу- 
тут линейно независимыми линейными комбинациями дифференциа

лов с/и1. 1о же самое справедливо относительно форм ю", которые оп- 
ре 1еляют перемещение гиперплоскости а".

[нфферениируя внешним образом уравнения (1) и (2) и при
меняя лемму Картана, находим ՛ Ен

ш? = ачт>, (3)

•?՜’ = (а), Х_| ~ (б), <4»

>՛ < ь и всюду в дальнейшем латинские индексы пробегают зна- 
н имя от 1 до п — 2. Кроме того

% = У/-‘ = а;г’, = беф։/|^о.

им через и“ элементы матрицы, обратной матрице |а^.
։ цкмплжеиие дифференциальных уравнений (3) и (4) покязыва- 

у ° величины <0/ и а11 являются относительными тензорами, а ве- 
О1ны а.^ , ( вместе с тензорами а11 образуют фундамеиталь-

^.Н|։<։ / 4 ,Л“Рп0Рялка гиперполосы Дальнейшее продол- 
системы (3), (4) вводит геометрические объекты третьего и



более высоких порядков, определяемые гнперполосой Н„ ։. Получен
ная таким образом последовательность геометрических объектов на
зывается фундаментальной последовательностью гиперполосы Н„ {.

4. Фундаментальная последовательность геометрических объектов 
дает возможность построить объекты, определяющие инвариантное 
оснащение гиперполосы, внутренним образом с ней связанное.

Положим:

**-’ = и = <5>

Эти величины удовлетворяют дифференциальным уравнениям

, </>■ । = — и>д) + + к'_
г/ Xя 1 Я /• ’ [) — ш* 1 — (й)

которые показывают, что инн являются геометрическими объектами. 
Легко проверить, что величины

Ьч = ’ -Х"՜’ аФ с" = Ч'-1 - *-»(’) 

будут относительными тензорами. Эти тензоры удовлетворяют усло
виям аполярности

и1'Ь։) О (а), аос«=0(6). (К)

Тензоры ап и определяют сопряженную сеть на поверхности Г, 
а тензоры а" и с°—фокальную сеть на гиперповерхности V'*.’.

Рассмотрим точку М„ ։ = Л,-։ — л._1Ав и гиперплоскость р*-’
։՝ । — X"-•а*. Так как ?Л/,_| = ГР {ЛГ . и 2р"~։ — то

эти образы будут инвариантными. Геометрический смысл точки ЛГ,.։ 
состоит в том, что она является гармоническим полюсом (*) точки 
Ло относительно фокусов образующей £, гиперповерхности Г*՜}. 
Гиперплоскость р" 1 будет гармонической полярой гиперплоскости з՝ 
в пучке гиперплоскостей |з" а"| относительно фокусных гипер
плоскостей (՛) поверхности И, а.

Если тензор с11 не вырождается, то точка ЛГ, । описывает по

верхность 14-а размерности п 2, пересекающую прямую Если 
гап|г|сЧ — т (2 -• т<^п 2), то л т 2 фокусов образующей £, 
совпадают с точкой ,И„ ։. В силу (Н в) ранг т не может быть равен 
единице. При т 0 точка И, । будет неподвижной и гиперповерх
ность I’* ’ становится гиперконусом с вершиной в точке ЛГ,_։.

Аналогичное значение имеет тензор для гиперповерхности

И-1, огибаемой гиперплоскостью р՝ ՛. В частности, при Ь,, 0 ги
перплоскость р" ‘ будет неподвижной и поверхность Г,...֊ принадле
жит этой гиперплоскости.

5. Дальнейшее построение проводится в продолжении, что тен-
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юры Ь и с'1 невырождены Обозначим через Г»" и с։/ обратные им 

тензоры. _ Ч
Величины -ЛИ

\ = (в»
оказываются геометрическими объектами, определяемыми окрестностью 
третьего порядке элемента гнперполосы. Точки Л!( - А{ — >4Де опре- 
т ляи։т инвариантную плоскость ։, которая является пересеченм- 

ем касательных плоскостей к поверхностям Г, ։, Ия ։. Гнперплое* 
ко ти «'•։' к՛։* пересекаются по плоскости А., содержащей прямолн-

*
Щ йные образующие гиперповерхностей I*;}, У;;*. I

6. При ковариантном дифференцировании величин Х‘ вводятся 
величины и д®/։ симметричные по индексам /,/. Эти величины поз» 
ноляют построить относительные тензоры. 1

*' = Ч' ~ 1,л - X» - Х’с^, (|о)
где 1

*■“»—о*24»՛ (|,(
П — £ п — 2.

.чти тен юры удовлетворяют условиям аполярности
*Фо = 0. /^'-0. I

Тенюры с и /։ являются основными тензорами поверхности

V, I. определяющими ее сопряженною сеть, а тензоры Ь1> и Аб—ос- 

ионными тензорами гиперповерхности Г;;-. определяющим ее фо* 
калгнгю сеть.

Рассмотрим образующую А, гиперповерхности Г՞ Она опре
деляется точкой Лв и точкой ЛГ. удовлетворяющей условиям (,И р"՜1) 

( Мр‘) о. Отсюда следует, что разложение этой точки по базис
ным точкам имеет нид ♦ .

.И (х) = Д. д Х-<Д._։ , Х< Л, +л л0> 

гле х пока произвольный параметр. ж

'.тоскость А, з. касательная к поверхности И»-в, является пе- 
ре<.учением । иперплоскостей а* и р, удовлетворяющей условиям 
' ’ ՝ 1 (н-И<) =0 Поэтому разложение гиперплоскости р по ба-
зн ным гиперплоскостям имеет вид ।

р( =. а« 4- X, + Х,_, а"-’ -Ь*, . I

• ле I —также произвольный параметр. |
При х _ — точка .И оказывается гармоническим полюсом точ- 

Ь отм-кительно фокусов образующей £։ гиперповерхности ь 

•ио так же при с = - *° гиперплоскость р будет гармонической



полярой гиперплоскости я" относительно фокусных гиперплоскостей 
*

поверхности Va.lt

I иперплоскость • < »•) пересечет прямую А, в точке .М (•֊*—
— ') и точке _М( ».) инцидента ।иперплоскостя «(*,

■“*՝•-г’’՜1). Рассмотрим теперь точку .М(л) и гиперплоскость 
*

р(и. где

“ ։(—Мл « — ■ ...... . .,■■■■■ •

- = «< », ֊ - !,.;*-»)-Н( а»)

• 4՜ ’
а в и т — любые постоянные вещественные числа 

— -
Точка Л1 (л) и гиперплоскость я (О будут инциденты и поэтому 

положим Л1 (л) •• .И», р( (} = р*.
7. Построенные точки ,М# Л,, Мг .Ия|, .М. и гиперплоскости

Р*. Р*. Р’՜*. ։•' ։• удовлетворяют условиям инцидентности (Л!.р*) =
(Ч. • *>•- •. л), поэтому они могут быть приняты за элементы

инвариантного репера, внутренним образом присоединенного к гипер
полосе Нл }. При этом элементы .М, ։, >»• ' определяются окрестно
стью второго порядка. ,М։ и р окрестностью третьего порядка, И. 
^ — окрестностью четвертого порядка плоского элемента (.М։, р") 
гиперполосы //•_>.

Плоскость Е, ։> определяемая точкими Л1։ будет нормалью вто-

го рода для поверхности♦3 I', ] и I'. } н нормалью первого рода
для гнперпонсрхности Г; Плоскость Л։. определяемая гиперплос
костями р* будет нормалью первого рода для поверхности V» _• и нор

малью второго рола для гиперповерхностей V'* ’ и V* '. Эти нормали 
внутренним обратом святаны с гнперпатосой Н, 2. Таким образом, по
строенные плоскости Е,.1 и А՜, определяют двойственную нормализа
цию гиперполосы Л/.-», внутренним образом связанную с нею.

Считаю своим долгом поблагодарить М. А. Акнннсу. под 
непосредственным руководством которого выполнена настоящая рабо
та.

Ераванский госумр^гвсииы՛’ 
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իե^արիաեա Հագեցման կաոացմանք կաղակցվաե ներքին եեոփ ա/քք Հիպերչհրտի
*ԺսՒ հ*հեց*էմր որոշվում Հ Հիպերքերտի կեմենտի չորրորդ կարգի չրքակաչրով»

ոո Հադեցոէմր որոշով Լ П* շ Հիսչերշերտի երկակի նորմ աչաց„Լյ ր , Բացատրվի ք

(ք ա ո ո»tj и» A .* ացեդմսւՆ Լչեմենտների երկրաչափական իմաստր»
ՒՆվարիաետ Հագեցման կաոռցման պրոցեսով ոտացվաե են 1Ի~* հիպերչերտի հետ Ա,- 

լին կապվաե մի էարց երկրաչափական •րյեկտներ ե տենդորներւ J
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