
.и.д||1М|ЦЛ« III) Л %1’ЗА1’1*8Л1‘ЪЪЬРЬ ЦЧ Ц.9*Ь!1ГГЦ.3Ь ЯЬЧПЬЗЗЪЬГ 
3 0 к Л А Д Ы А К А Л I М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
*ХЬГХ 1969 “

МЕХАНИКА

Ь1К 539.3

Э. В. Бслубекян

п
г- И и иб трансверсально изотропной прямоугольной пластинки
; с симметричной трещиной

Представлено академиком АН Армянской ССР С А. Амбарцумяном 29/1Х 1969)

“ В настоящей работе рассматривается задача поперечного изгиба 
трансверсально изотропной свободно опертой по контуру прямо- 
рольной пластинки с симметричной относительно осей симметрии тре
паной пол действием равномерно распределенной нагрузки.

Решение этой задачи для изотропной пластинки на основе клас
сической теории изгиба пластин рассматривалось в работе (’). Одна- 
10. как известно, классическая теория может дать существенные 
вогрешности для трансверсально изотропных пластин при больших 
шаченнях приведенной относительной толщины пластинки (2) и, кро
кс того, не дает правильного представления о напряженном состоянии 
’окрестности трещины лаже для изотропных пластин (3).

Целью данной работы является получение, на основе уточнен
ной теории С. А. Амбарцумяна (2) поправки для трансверсально изо
тропных и изотропных пластин к основному напряженному состоя
нии в окрестности трещины, даваемой классической теорией (’).

На основе уточненных уравнений изгиба пластин, полученных 
։ С՜’), задача сводится к решению „парных" рядов, которые в свою 
՛зередь приводятся к квазивполне регулярной бесконечной системе 
■'инейных алгебраических уравнений. Дается сравнение результатов 
тайной задачи с результатами, полученными в работе (*) на основе 
ыассической теории. Решены численные примеры.

Задача о чистом изгибе изотропной бесконечной пластинки с 
"'печной трещиной по уточненной теории Рейснера рессмотрена в 
;аботе (8).

I. Рассматривается симметричная относительно осей д՜ и у 
’рансверсально изотропная пластинка шириной 2Ь, длиной 2а, толщи
ной // с разрезом по оси у длины 2 (О <11 < I). симметричным отно- 
"пельно оси л, под действием равномерно распределенной нагрузки 
₽ (рис. 1).



Согласно (’) с учетом р const дифференциальные уравнени 
изгиба пластинки имеют вид

Д Ф
10

Л*

। де и՛ = к՛ (л՜. у) —функции прогиба, •!» ֊= ’I» (х, у) функция, мере 
которую выражаются функции сдвига ъ и !/. Функции у и а такие 
значения изгибающих моментов .Иг, Л1,., крутящего момента Л/, попе 
речных сил Л\ и определяются по известным формулам уточнен 
ной теории для трансверсально изотропных пластин (•)•

Рис. I

Ввиду симметрии задачи относительно оси у, рассматривается 
только правая половина пластинки с условиями свободного опирания 
по трем сторонам х а и у ± Ь, свободного конца на отрезке 
д-= О, !1 <С и условиями симметрии на отрезке х = О,

и/> < у < Ь. Следовательно, граничные условия запишутся в виде 

к՛ — О, Л/у = 0, г 0 при у = ± Ь, (1.2)

к՛ О, Л4х - О, ։Ь -֊ О при х = а, (1.3)

Л1Г О, Л’г = 0, //= 0 при х — О, 0<у<^р/>, (1-4)

—— = 0, Л\ О, // 0, при х = О, 
dx

Разлагая нагрузку р в ряд Фурье
ъ

~ о л 4 п (— 1 )*
р va»cos)*v, ак = — I pcos>.Ay = — - ----------Г b J к(2Х? + 1)

О

(15)

(1.6)

решения уравнений (1.1), удовлетворяющие граничным условиям (1.21»
принимаются в виде 1

/<
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Ч- С» л с!1 л* л /Л х ч|1 /».к| со? > >у

* = О, I. 2, 3 -

л2 (1 Н)

((у) частное решение первого 
инее условиям (1.2)

уравнений (1.1), удовлетвори

/ (у) ֊ 1 V !• 
° $ '*

4 СО8/»V
24 I)

(у* — (1.9)

и

И ։

А донлетворяя граничным условиям (1.3) (1.5), решение задачи 
ведем к решению следующих „парных" уравнений:

СО?

О

А* 0 (3

О
(О- 3)

(1.10)

2и
де

>1 (Л1 / *а - 01 01 ш*«) ,

ч о

(1.11)

и <1 к .2 — Ы1 — —

--- V
3

(1 *)'г о
(1.13)

2/^с1) I цв 
О2 С11 »•։* (1

V) ..
- - 01

2*> „а (1
2

ЛО՝
Ь

(1.14)

.Парные" ряды (1.10) методом, разработанным в работе (4),сво- 
1ятся к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений
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где

з
Л« * Р* (соз 9) Рл (сое 0)з! п 0^0, 

а (»
Рп (со$0) полиномы . 1ежандра.

В работе (’) показано, что система (1.15) квазивполне 
при Лч, имеющем порядок убывания не ниже \/к.

регулярн

Здесь при больших значениях к для Д'* нетрудно получить оцен 
ку Л՛* 0(1//?®).

Следовательно, задача сводится к квазивполне регулярной бес ко
вечной системе линейных алгебраических уравнений. При этом ц 
коэффициентов С„ получается оценка

С„ 0(«-՛^).
2. После определения коэффициентов Сь значения прогибов, мо 

ментов и поперечных сил на линии д* — О можно вычислить по еле 
дующим выражениям:
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"‘"(I - v)rrch/.*f/

th/.*«2ч ch/*a ika
o-ch«>*a 2

2 e 1 - v e "ь" , 1 ֊ v >ka
1 v chw*a 1 i-v chX*a ' 1 v ch8/*a

4/j
F ?■> /1՜ г"ч <th'ka ՝111 ш*а ~ Q*lh il)*a) rr (If-՝/)

//=(). Д\ (), (2.4)

/Vy =- V K* sin чу + ?8 V С* ( 1 — 4) sin чу, (2.5)
0 . 0

1 .1 (2 - '•'I) 'k / j _ ch/»fl \
i-k i k ch i ka o2(l — v) ch ч a \ ch<uAd /

e k 2/;
Ч = —г-----------1- — M- (lh ч« — th ։«*a — Qk th w*a).Ch >•>*« 6*

В этих выражениях, если положить (i (i Е/Е 0, получатся 
формулы для определения изгибающих моментов и поперечных сил 
на основе классической теории изгиба пластин. Если же положить 
(7/6 —EjE' = \, получим случай изотропной пластинки.

Из выражения (2.4) видно, что поперечная сила Л\ непрерывна 
и 01 раничена на всей липни х О, что следует и։ непрерывности и 

<w
ограниченности суммы ряда сЛ sin/.Av.

(I
В выражение же Л\, вычисленное на основе классической тео

рии, входит ряд У Ск/д.sin iky, сумма которого у конца трещины имеет 
О

особенность порядка (cos ₽cos ®)՜32.
Исследуем поведение изгибающих моментов .И, и .Иу у конца 

трещины. В правые части выражений (2.1) и (2.2) входят ряды 

V. А 1 V՝os/*y. Подставив сюда значение Ск из (1.15) и выде- 
(I \ 2 /

■ЧП։ главную часть этого ряда на участке (3, "), получим:

где

ОООММ ъ'



а ограниченная и непрерывная функция --(-) определяется из выра
жения

sin - Л —I) С 08
(I

Таким образом. .И и Л1У у края трещины имеют особенность
порядка (С05 ₽

моментов равен

, а коэффициент при особенности для обоих 
)
— $1П-/?. 11о классической теории Л1, и Л!,,

согласно ('). имеют тот же порядок особенности, однако коэффици
енты особенности равны:

для .И,---------------sin?/?, для Л!у
А

Следовательно, по классической теории отношение особенностей

к ЛЬ равно — то время как по уточненной теории оно

равно I.
Следует отметить, что аналогичные поправки к классической те*

।, )»cos— > 
о — о

4. ОЯЗ

b

Ь

в

орни по теории Рейснера были получены в работе (3) для случая
чистою изгиба бесконечной изотропной пластинки с конечной тре
щиной. ’ |

3. В качестве примеров рассматриваются: изотропная и трансвер-
сально изотропная квадратные 
и // = Ь/о, с трещиной длины,

пластинки (о Ь) толщиной А Ь 10 
равной половине ширины пластинки

дейсп нем равномерно распределенной нагрузки

Р — const. При этом принимается: для
0,25, G тля трансверсально

изотропной пластинки v = v 
изотропной пластинки v 0,25,

v

ТОВ

(}/(/ 1
И сисемы сравнений (1.15) определяются значения коэффициен-

Ся. ' ."В I

По формулам (2.1) (2.3) определены значения прогибов ЭД и
изгибающих моментов .И,, Л1У на линии О для изотропной И
трансверсально изотропной пластин. Но полученным значениям пост
роены эпюры а՛, .Иг и Д|у для А Л/10 (рис. 2) и Л ■--- Ь 5 (рис. 3).

Штрих-пунктирной линией показаны эпюры эд, ЛЪ и Л1У, полу
ченные по классической теории (’), пунктирной линией полученные 
по уточненной теории для изотропной пластинки, сплошной линией — 
по уточненной теории для трансверсально-изотропной пластинки.

Из сравнения ^пюр видно, что при толщине пластинки А
уточнения теория не дает существенных поправок для 
230
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1|г (до 10%), однако для .Иу получаются большие расхождения на 
•инна трещины и вблизи ее концов между результатами уточненной 
. классической теорий.

/__________ £

Рис 2

Рис. 3

При толщине плиты// Ь 5 для трансверсально изотропной плас 
тинки получаются существенные поправки к классической теории для 

10. для .V, 25%. Значение же Л!у сильно отличается на линии 
трещины и вблизи ее концов от результатов классической теории не 
только для трансверсально изотропной пластинки, но и для изотроп
ной.

Мт ।идут математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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Է Վ. 1>1»1.111'1'1ւԿ:1ԱՆ
11 |ւ Ա՛Լ in ր ի 1| (ւ1>ւ]1ւււ| ini՝iulitit|l>ruui| ի qn տ г n ti| ուղղսւ1ւ(||ուն Ա|1|փ А"ПЮ(1

Աշխատանքում ղխոարկվում Լ հավասարաչափ րաշխված րեսի տակ գտնվող պաք ՝ 
սպատ Հենված տրնասվերսա/ իղոտրոպ ուղղանկյուն էււս(ի Հոման խնղիրր, երոI ք »<Նյ
աոան,) քների նկատմամր սիմետրիկ ճեղր,

եւնգիրր յոէծվոէմ I II II- Համ րա ր ձո, մ յանի "աքերի ծոման ճշտված տես,, էթյան հիյ 
վրա, րերե/ով ա/Ն <!"<)•! քարքերիէ, որոնք, իրենց Հ ե ր թ ին րերվում են հանրահաշվական ոէ 
հավասարումների կվագի ւիովին ոեգոպլար անվեր? սիստեմի, 11ս։ա,/վում եե Ա՚րանսվեր^ 

մարերի շրքակայքում կ/ս-ոիկ տեսության Հիմնական քարվաեա 
1'երվոէմ են թվային օրինակներ.

ill

ինոտրոպ ե իզոտրոպ ււա/երի 
յին վիես. կների ճշգրտումները t
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