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гармонически сопряженных функций

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагнняном 27/VI 1969). I

Мере։ I и 1/мы обозначаем гармонически сопряженные функции! 
в двумерной области. В га метке (’) мы указали области, где из нн-| 
tci риру՛ мости I 'И* (р>1) по площади следует интегрируемость |1/П 
Такие области мы назвали областями класса Н. Областью класса 
Мр л ) будем называть всякую область, где из интегрируемости |(/И 
(р I) следует интегрируемость ЦТ' (o<Zp’ <р), а областью класса 
//(ср) будем называть всякую область, где из |/7|<^ const следует 
интегрируемость V|r . Понятно, что требование интегрируемости |V|P 
равносильно требованию интегрируемости \f\pгде f=U + iV.

Цель настоящей работы—отыскание областей классов ) и 
^|р՛г * ■

§ 1. Области класса h{C. Р՛) .1°. Сначала рассмотрим сектор 
(см. заметку (*)). Возьмем, для простоты, сектор АОВ (рис. 1), где 
уравнениями дуг АО и ВО являются

У = ± ? (-*).

Рис. 1

Обозначим этот сектор через Д,. '
Имеет место ,' ^Б
I еорема I. Для того, чтобы сектор Д? принадлежал кЛаС

СУ необходимо и достаточно, чтобы
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:де (-«’о» °) фиксированная точка внутри Л։>
Условию (1) можно придать другой вид, а именно

2у (/ (Г)

где А» обыкновенный сектор в плоскости (р, ։), а <}> (р, а)—функция 
отображающая Дт на До .

Для доказательства достаточности этой теоремы мы воспользо
вались теоремой 1 из (։), и нам было достаточно доказать, что, при 
условии (1), |ИР интегрируема в одном подобном подсекторе* А'ОВ' 
(рис. 1). Беря в частности

?(х) = О(л'), (5>1),
получаем

(2)

Это неравенство можно переписать и так

—Г
Р ֊ 1

(которое, для данного /У, дает значения при которых имеет место 
(I), (или (1')).

2°. Для получения новых областей //(с. ₽•> мы следуем тому же 
пути, что и при построении областей Н (’).

Из теоремы I следует, что область принадлежит классу //<<>•), если 
ее граница состоит из некоторых дуг, которые пересекаются или ка
саются так, что функции у ։ выражающие порядки касаний, удовлетво
ряют условию (1).

Построив на границе последней области новые сектора (в бесконеч
ном числе) так, чтобы интегралы вида (I), составленные для этих сек 
торов, были равномерно ограничены, мы получим новую область”, на 
границе которой опять построим такие же сектора, и этот процесс про 
Должим произвольное конечное число раз. Полученные таким образом 
односвязные области обозначим через Р(с. Р) . II здесь можно рассмотреть 
^•связную область (т 1), которую будем обозначать через Р{"' Р

“ Точки вида (л©, 0) можно (для нашей цели) выбрать по-разному. Их 
чожно, например, надлежащим образом взять на вычеркнутом участке границы ис
ходной ‘области. Вспомним, далее, что стороны всех секторов—»то дуги достаточно 
'’•гадкой линии (например, линии ограниченной кривизны).
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(легко понять, что при этом будут представлять функции <р).
Всякая область Р((("'}р-} принадлежит классу Н{С. Р). Область 

перестает принадлежать классу Н((. Р ) , если интегралы вида (1) 
(о которых только что мы упоминали) равномерно не ограничены.

3". Здесь укажем неограниченные области класса Н(с,Р՛).
Пусть А. полоса, ограниченная, для больших х, линиями

У ± ® (*).

которых соединяет слева такая же дуга АВ, какую мы брали в Г 
(рис. 1). Будем предполагать, что А, имеет конечную площадь.

Т е о р е м а II. Для того, чтобы Л- принадлежала классу Н{с։Р-}, 
необходимо и достаточно, чтобы

бх бу < оо,

где (л,>, 0) фиксированная точка внутри А,. 
В частном случае, когда

(«> 0.

получим

или

(Здесь, как видно, всегда р’ < 1).
По уже известному способу построения секторов, получим новые 

неограниченные области, которые опять будем обозначать через 
1\<. Р ) а т -связанные (т > 1) —через Р(с. Р-).

Всякая область ) {ограниченная или нет) принадлежит 
классу Н(С.р}. л*

Следствие. Пусть /П(г) = ип{г) + IVп(г) (г = х 4֊ 1у) после- 
довательность аналитических в Р^р ) функций. Если

I) |<Л>1 < С, где С не зависит от п,
'֊■') /л(^) сходится в одной точке области Р(с,}р՛), 

т о I
/I А

Д{г)\Рбхбу при п -֊» ОО
/Д'») -1X1(<-. р) ■

г''е /о(г) предельная функция последовательности /п{х) (которая 
д шес твует по известному следствию формулы Шварца).

§ 2. Области класса П(р.р}. 1°. Пусть, опять, А? будет сектор 
определенный линиями
_ У=±?(х).
Дано, что интеграл от |Сф' (р |) конечен в Др. Мы укажем условие. 
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которому должна удовлетворить функция р(х), чтобы интеграл от 
|Кр'(0<Р'<Ср) был бы конечен нА.

Пусть (д'о, 0) фиксированная точка внутри А., а х находится 
между В и х0 (рис. 1). Разобьем промежуток [л, л*0| на части точками

так. чтобы
ХЛ-1 — хк = а ср (л*_; ) при Л = 1, 2,. • ■ ,п - 1 

хп । — хп < а ? (хЛ_! ),

где а постоянное и 0<а<1.
Теорема III. Сектор \ принадлежит классу Н{Р։ р }, если

(3)

По теореме I заметки ('), было достаточно доказать, что при 
условии (3), |И|^‘ интегрируема в одном подобном А подсекторе.

В частном случае, когда
ср(х) = (д-՝ ), ($> I),

получается

или
д с Р \ РР՛ -Р' 

Р’ + РР՛ ֊ Р

(4)

(4՜)

Заметим, что правая часть (4) стремится к при р ֊• оо (ср. с
« — I

(2). §1). >
Знак равенства исключается в (4) (или в (4')). В этом можно

Убедиться рассмотрев функцию*

1

[ле через ш обозначена правая часть (4')- Р՝я степень модуля мни-
“ой части этой функции интегрируема в рассмотренном 
Р'-я степень модуля действительной части —нет.

секторе, а

Ври отыскании этой функции мы воспользовались примерами из (։) (см. сгр. 4 
•‘равенстча (2))
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Замечание. Уже этот результат показывает, что трудно улучшить 
условие (3). Мы думаем, что, более того, оно является и необходимым 
(для принадлежности сектора классу Н(Р, Р) ).

2 . Способ построения областей Н(с.р՛} (§ Ь 2°) можно дослов
но повторить ։десь, только интегралы вида (1) надо будет заменить 
интегралами вида (3). Полученные таким образом т- связанные 

>1) области обозначим через Р^р).
Всякая область Р\р}р} принадлежит классу Н{р՝Р'}.
Следствие. Пусть /„ (г) = ип (г) 4֊ 11/л (г) последовательность 

аналитических в области Р[р}р՛) функций. Если

(г) -^0(г)Г17л-</у֊>0 при п ֊> оо,

где И0 (с) гармоническая в Р(Р.]Р՛) функция,
2) /п(г) сходится водной точке области Р{р)р՛}, то

\/а(г) /0(2’)р' дх Фу
(<п)

-О,

где По = /?ёе1
Ереванский государственный 

университет Պ. Խ. ՒԱԲ֊ՈՅԱՆ
Հարմոնիկ համալուծ ֆունկցիաների միջին արժեքների միջև եղած 

առնչությունների մասին

/ ով I։ \ -ով նշանակենք։ ե րկչավ։ ս։իրո, յթո, մ հարմոնիկ համալուծ ՛իո։ նկցիր։ 
,,-սոլ'' ենր, որ տիրոլյթր պատկանում /. I !(ր. Հ|< ) ղասին, եթե \Ս\ր -/>՝ այղ տիրույթի <//"“ 
տարածված ինտեղրալի վերջավորո, թյոլնից հետևում է | ԷՀ|'’ինտեղրալի վերջավորու- 
Այո։ հր ք ր լ ( () բ . րյ։ /«<// տիրս, յթր պատկանում կ //(<՝, բ') ղասին, և/! և |Շ,|<£ՕՈՏէ 
պայմանիս հետեվոլմ Լ |Լ'|ր ի ինտեղրայի վերջավորությունը,

փողվածում րերվաձ են 11(ր,ր') <>//(€, ք'} ղասերին պատկանող ս,իրույթներ!
Ստացված արղյսւնրներր ցույց են տայիս, որ ավելի ընղհանուր տիրույթներ ստանարւ 
հնարավորս, թյռններր խիստ սահմանափակ են,

ЛИТЕРАТУРА — Դ (՛Ակ II ՆՈՒ1*-3(1Ւ>>
1 4. А 1атоян. ДА11 Арм ССР, т. 49, № I, (1969)


