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Ներկայացված է Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված 

հակադարձ մատրիցների որոշման դեկոմպոզիցիոն թվա-անալիտիկ եղանակի ծրագրային 

իրականացումը։ Անալիտիկ եղանակները հիմնվել են Մուր-Պենրոուզի 3-րդ պայմանի վրա։ 

Թվա-անալիտիկ մեթոդները հիմնվել են ստացված անալիտիկ հարաբերակցությունների 

և Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա։ Հաշվողական եղանակներն իրակա-

նացվել են տեղեկատվական տեխնոլոգիաների ժամանակակից միջոցներով, մասնավորա-

պես՝ ծրագրավորման Python լեզվով, NumPy և SymPy գրադարաններով։ Ծրագրային իրա-

կանացումը փորձարկվել է ուղղանկյուն մատրիցով մոդելային օրինակի վրա։ 

Առանցքային բառեր. Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրաց-

ված հակադարձ մատրից, անալիտիկ լուծում, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, թվա-անա-

լիտիկ լուծում, ծրագրավորման Python լեզու, NumPy գրադարան, SymPy գրադարան։ 

Ներածություն: [1] աշխատանքում առաջարկվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպ-

լեքս միապարամետրական ընդհանրացված հակադարձ ࡭ା(ݐ)௡௫௠ մատրիցների [2] 

որոշման մեթոդներ՝ (ݐ)࡭௠௫௡ ուղղանկյուն մատրիցների դեպքում: Այդ մեթոդնե-

րում օգտագործվել են Մուր-Պենրոուզի 1-ին, 2-րդ և 3-րդ պայմանները: Սույն աշ-

խատանքում ներկայացվում են թվա-անալիտիկ մեթոդների ծրագրային իրակա-

նացումների ալգորիթմների բլոկ-սխեմաները և Python լեզվով գրված ծրագրերը [3]: 

Ենթադրենք` տրված է (ݐ)࡭௠௫௡  մատրիցը, որտեղ (ݐ)࡭ ∈ ௠௫௡ܥ : Մատրիցի 

չափերը [4] մուտքագրելուց հետո անհրաժեշտ է մուտքագրել մատրիցի տարրերը՝ 

տող առ տող և իրարից առանձնացված բացատներով (նկ. 1): Այնուհետև արդեն 

հնարավոր է առանձնացնել մատրիցի տարրերի իրական և կեղծ մասերը  [5]: 
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Նկ. 1. Մատրիցի չափերի և տարրերի մուտքագրման բլոկ-սխեման 

Թվա-անալիտիկ մեթոդի ծրագրային իրականացումը [6]: (ݐ)࡭  մատրիցի 

տարրերի ࡭ଵ(ݐ)  իրական և ࡭ଶ(ݐ)  կեղծ մասերի մատրիցները որոշելուց հետո 

անհրաժեշտ է որոշել դրանց տարրերի ածանցյալները՝ մինչև պահանջվող ճշտու-

թյան ստացումը: Այնուհետև պետք է մուտքագրել մասշտաբային գործակցի (H) ու 

մոտարկման կենտրոնի (appr_cntr) արժեքները և հաշվել ࡭ଵ(ݐ) ու ࡭ଶ(ݐ) մատրից-

ների դիսկրետները (նկ. 2): Այստեղ real_matrix, imaginary_matrix և variable պա-

րամետրերը ներկայացնում են համապատասխանաբար ࡭૚(ݐ), ࡭૛(ݐ) մատրիցները 

և ݐ պարամետրը: 

 

Նկ. 2. Մատրիցների տարրերի ածանցյալների և մատրիցային դիսկրետների որոշման 

ալգորիթմի բլոկ-սխեման 
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-մատրիցների տարրերի ածանցյալները որոշվում են առան (ݐ)ଶ࡭ և (ݐ)ଵ࡭

ձին ֆունկցիայի միջոցով (նկ. 3), որը՝ 

 մուտքում ստանում է այն մատրիցը, որի տարրերի ածանցյալները պետք է 

որոշել, ինչպես նաև այն փոփոխականը, ըստ որի պետք է կատարվի ածանցումը, 

 ելքում վերադարձնում է մուտքային մատրիցի տարրերի ածանցյալներից 

կազմված մատրիցների զանգվածը: 

 

Նկ. 3. Մատրիցի տարրերի ածանցյալները որոշող ալգորիթմի բլոկ-սխեման 

Ելքային զանգվածի 1-ին տարրը մուտքային մատրիցն է, 2-րդ տարրը՝ մուտ-

քային մատրիցի տարրերի 1-ին կարգի ածանցյալներից կազմված մատրիցը, 3-րդ 

տարրը՝ մատրիցի տարրերի 2-րդ կարգի ածանցյալներից կազմված մատրիցը, և 

այդպես շարունակ՝ մինչև պահանջվող ճշտության ստացումը: ࡭ଵ(ݐ) և ࡭ଶ(ݐ) մատրիցների դիսկրետները [7] հաշվվում են առանձին ֆունկ-

ցիայի միջոցով (նկ. 4), որը՝ 

 մուտքում ստանում է մատրիցի տարրերի ածանցյալներից կազմված 

մատրիցների զանգվածը, ինչպես նաև այն փոփոխականը, ըստ որի կատարվել է 

ածանցումը, և մասշտաբային գործակցի ու մոտարկման կենտրոնի արժեքները, 

 ելքում վերադարձնում է մատրիցային դիսկրետների զանգվածը: 
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Նկ. 4. Մատրիցային դիսկրետները հաշվող ալգորիթմի բլոկ-սխեման 

Ելքային զանգվածի 1-ին տարրը մուտքային մատրիցի 0-րդ կարգի դիսկ-

րետն է, 2-րդ տարրը՝ մատրիցի 1-ին կարգի դիսկրետը, և այդպես շարունակ: ࡭ଵ(ݐ) և ࡭ଶ(ݐ) մատրիցների տարրերի ածանցյալները որոշելուց և մատրի-

ցային դիսկրետները հաշվելուց հետո (նկ. 5) անհրաժեշտ է հաշվել ࢄଵ(ݐ) և ࢄଶ(ݐ) 

մատրիցների դիսկրետները [1, բանաձև (20)–(23)]՝ մինչև պահանջվող ճշտության 

ստացումը: 

 

Նկ. 5.  ࢄଵ(ݐ) և ࢄଶ(ݐ) մատրիցների դիսկրետների հաշվարկի բլոկ-սխեման 



524 

Քանի որ ընդհանուր դեպքում (ݐ)1࡭ և (ݐ)2࡭ մատրիցները կարող են ունե-

նալ տարբեր քանակի դիսկրետներ, պետք է իրականացնել ինդեքսների ճշտում 

(եթե ինդեքսը մեծ է կամ հավասար մատրիցային դիսկրետների զանգվածի տար-

րերի քանակին, այսինքն՝ զանգվածում այդ ինդեքսով տարր գոյություն չունի, ապա 

այդ դիսկրետը փոխարինվում է զրոյական մատրիցով): ࢄ૚(ܭ) և ࢄ૛(ܭ) մատրիցային դիսկրետները հաշվելուց հետո (նկ. 6) արդեն 

հնարավոր է վերականգնել (ݐ)1ࢄ և ࢄଶ(ݐ) մատրիցները [1, բանաձև (17)]: 

 

Նկ. 6.  ࢄଵ(ݐ) և ࢄଶ(ݐ) մատրիցների վերականգնման բլոկ-սխեման 

Այսպիսով, ունենալով ࢄଵ(ݐ) և ࢄଶ(ݐ) մատրիցները (նկ. 7), կարելի է որոշել 

նաև ࡭ା(ݐ)௡௫௠ մատրիցը [1, բանաձև (5)]: 

 

Նկ. 7.  ࡭ା(ݐ)௡௫௠ մատրիցի որոշման բլոկ-սխեման 

Մոդելային օրինակ: Ենթադրենք` տրված է հետևյալ մատրիցը. (ݐ)࡭ = ൤((−1 + (ݐ + ݆ ∙ (1 + ((ଶݐ ଶݐ ݐ5−) + ݆ ∙ (−2 + ݐ݆((ݐ3 ((1 + (ݐ + 5݆) ݐ2݆ ൨: 
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Դիֆերենցիալ ձևափոխությունների համապատասխան և հաշվի առնելով, 

որ մակլորենյան մոտարկման կենտրոնի արժեքը՝ ݐఊ = 0, ինչպես նաև ընտրելով 

մասշտաբային գործակցի ܪ = 1 արժեքը, թվա-անալիտիկ մեթոդի իրականաց-ման 

արդյունքը ցույց է տրված նկ. 8-ում: 

 

 

Նկ. 8.  Թվա-անալիտիկ մեթոդի ծրագրային իրականացման արդյունքը դիտարկված 

օրինակի վրա 
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Եզրակացություն: Ներկայացվել է Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարա-

մետրական ընդհանրացված հակադարձ մատրիցների որոշման թվա-անալիտիկ 

հաշվողական եղանակի ծրագրային իրականացումը՝ տեղեկատվական տեխնո-

լոգիաների ժամանակակից միջոցներով։ Անալիտիկ եղանակները հիմնվել են 

Մուր-Պենրոուզի 3-րդ պայմանի վրա: Թվա-անալիտիկ մեթոդները հիմնվել են 

ստացված անալիտիկ հարաբերակցությունների և Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափո-

խությունների վրա՝ որպես հիմնական մաթեմատիկական ապարատ։ Հաշվարկ-

ման գործընթացը պարզ դարձնելու համար ներկայացվել են ալգորիթմների բլոկ-

սխեմաները, իսկ Python լեզվով գրված ծրագրային կոդերը տրամադրվել են որպես 

բաց կոդով GitHub հղում: Ալգորիթմների արդյունավետությունը փորձարկվել է 

մոդելային օրինակի վրա: 
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О.С. АБГАРЯН 

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ 
ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОБОБЩЕННЫХ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ МУРА-

ПЕНРОУЗА С ПРИМЕНЕНИЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ (I) 

Представлена программная реализация численно-аналитического декомпозицион-
ного метода определения комплексных однопараметрических обобщенных обратных 
матриц Мура-Пенроуза. Аналитические методы основаны на 3-ем условии Мура-
Пенроуза. Численно-аналитические методы основаны на полученных аналитических 
соотношениях и дифференциальных преобразованиях Пухова. Вычислительные ме-
тоды реализованы средствами современных информационных технологий, в частности 
языка программирования Python, библиотеками NumPy и SymPy. Программная реали-
зация тестирована на модельном примере с прямоугольной матрицей.  

Ключевые слова: комплексная однопараметрическая обобщенная обратная мат-
рица Мура-Пенроуза, аналитическое решение, дифференциальные преобразования, 
численно-аналитическое решение, язык программирования Python, библиотека NumPy, 
библиотека SymPy. 

H.S. ABGARYAN 

SOFTWARE IMPLEMENTATION OF DETERMINING COMPLEX ONE-
PARAMETER GENERALIZED INVERSE MOORE-PENROSE MATRICES 

USING DIFFERENTIAL TRANSFORMATIONS (I) 

Software implementation of numerical-analytical decomposition methods for 
determining complex one-parameter generalized inverse Moore-Penrose matrices are 
presented. Analytical methods are based on the 3rd Moore-Penrose condition. Numerical-
analytical methods are based on the obtained analytical relations and differential Pukhov 
transformations. Computational methods are implemented using modern information 
technologies, in particular Python programming language, NumPy and SymPy libraries. 
The software implementation is tested on a model example with a rectangular matrix. 

Keywords:  complex one-parameter generalized inverse Moore-Penrose matrix, analytical 
solution, differential transformations, numerical-analytical solution, Python programming 
language, NumPy library, SymPy library. 
  


