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МАТЕМАТИКА

Е. А. ЛарионовО самосопряженных квадратичных пучках в гильбертовом пространстве
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 28/11 1969)Пусть в гильбертовом пространстве А задан квадратичный пучок (?(Х) = ХМ+Х5 + С, (1)коэффициенты Л, Н и С которого являются ограниченными самосопря­женными операторами в Л, К— комплексный параметр. К необходи­мости изучения пучка (1) приводит ряд задач математической физики.Для успешного исследования пучка (I) рассматривается также ас­социированное с ним операторное квадратное уравнениеЛХ։ + Яг + С = 0. (2)Предположим, что оператор Л обратим.В прямой сумме Ао = А ф Л двух экземпляров пространства Л пучку $(Х) сопоставляется (։) оператор

-А-’В — А*։С\
I 0 /который является самосопряженным относительно оператора (3)

(4>ГГильбертово пространство Ао, снабженное наряду с обычным скаляр­ным произведением (х, у)0 индефинитным скалярным произведением Iх, у| - (М/л', у)0, становится пространством с индефинитной мет­рикой.11о определению плотно заданный в Ао линейный оператор А с. с., если имеет место соотношение
А = Ա7֊1 А* ԱՀ (5)♦'инейный оператор 67, отображающий взаимно-однозначно простран­но Ао на себя с сохранением формы |х, у|, называется ^-унитар­ным. Определение ^'-унитарною оператора 67 эквивалентно соотно­шению 67* = №. (6)161



Обозначим через /?(/?„) кольцо всех линейных ограниченных по нор- £ £ме I л[| = (л-. л)к И) = <л’ ■*)<՛ ) операторов, действующих в Л (Ло). Если Д 1 6/?, то оператор IV’ окажется ограниченно обратимым в Ао 1по норме М, = |(л1։ л։) 4- (у։, у։)}а, где хп у^Ь.В последнем случае индефинитная метрика |х, у] является ре- гулярной и путем введения новой нормы, топологически эквивалент՝ ной норме Цд-Цо, оператор IV7 приводится к виду /=Р+ —Р_, где Р+ и Р .—взаимнодополнительные ортопроекторы из Ло,Пучок Ц(') называется сильно демпфированным, если для всех л՜ ֊ Л (Вх, х)а>4(Дх, х)(Сх, х) х=£0. (7)В работах (’■ •*) изучен пучок (] (>■) для случая Л = I. Если А £ I, то исследование пучка значительно усложняется.В (’) предполагается, что Д, Д~1£/?.Оператор М7 при неограниченно обратимом Д порождает в //0 уже нерегулярную индефинитную метрику.Для выяснения разрешимости уравнения (2) используется поня­тие собственной IV —спектральной функции IV' — с. с. оператора, вве­денное для пространств с регулярной метрикой в (2).В отличие от самосопряженных операторов далеко не всякий И с. с. оператор обладает собственной IV’—спектральной функцией.IV' с. с. оператор Д называется 117—дефинизируемым, если существует полином р (г) О, принимающий на действительной оси вещественные значения и обладающий свойством|/>(Д)х, х] > О или <0 (8)для всех х £ 1)(Ап‘), где т — степень полинома /?(г).Оператор /•’ называется IV'—проектором, если F IV7—с. с. и 
F՝ = F.Гочка а из спектра о (Д) оператора А называется критической, если для любого интервала Д с [ —со, ос], содержащего внутри себя а. (А.|Л0—индефинитное пространство. В случае U7, IV7՜1 f Ru изолиро­ванная критическая точка а называется регулярной, если существу* ют пределы llm£(p0, ')) и lim£(IX, ).)) в сильной операторной топо-

Afa К 4 алоти, где и точки /0. /։ не являются критическими. Нерегулярные критические точки называются сингулярными.Спектр льное разложение оператора U7 индуцирует разложение на U дефинитные подпространства ii\ и //° . Пусть Р". и Р- ор- топроекторы из Ло на // и Л?.. Введем в Z/o дефинитное скалярное произведение 17-(л, у),֊. jUZAU.y) |Ц7/Лх, у).Из (9) следует, что Ь*. У]֊ (Р" х, у)։-(Л1х, у),.
(9)

162 <Ю)



2Очевидно, что где Цх||։ = (х, х)7 * Пусть А, А+, Л_ по­полнения подпространств А, А+ и А°_ по норме |х^։ а Р+ и /< АЛАортопроекторы из А на А+ и Л_ . При пополнении Ао по норме Цх^ мет- [рнка [х, у] индуцирует на А метрику [х, у]։, причем
к У- Р+~ Р-. Таким образом, Лесть У— пространство. Из (10) и ‘II) следует, что для всех х, у £А0[*. VI = [х, у]։. (12

)Лемма 1. Всякий W-эрмитов оператор А из Ro ограничен 
и но норме IPvjlj.Лемма 2. W-унитарный оператор U, действующий в Ао, ог­
раничен по норме |]х(|0.Лемма 3. Пусть А ^-самосопряженный оператор в Ао. Если 

•существует точка (А), то Д допускает расширение до / —с. с.
К А

оператора А в h .Доказательство леммы 3 основано на преобразовании Кэли и леммах 1, 2. При помощи метода, развитого в (г), доказываетсяТеорема 1. W-дефинизируемый W-самосопряженный опера­
тор Д в Ао с вещественным спектром а(Д) обладает единствен­

ной собственной W-спектральной функцией Ео(/) с конечным 
множеством s (Д) критических точек, а именно E0(i) есть отоб­
ражение кольца Г (|—со,с.:-.)|« (Д)), образованного всеми подмно­
жествами А вещественной оси, концы которых не принадлежи ат ИД), в множество ограниченных W-проекторов со свойствамиа) £0(Д)£0(Д') =£0(Д П △');Ь) ^(Д) + £а(Д') = £0(А и А՜), если А п Д'= 0;с) £0(Д) = /, если Д з> о (Д); Ео(0) = 0;с1) если |10С Н°°. °°)/«(Л), то Пт£0(р0, |1)) = £0(рх>, ц0)) в М1Ч>
(чльной операторной топологии индуцируемой нормой Цх^;е) ^0(Д)/Т(Д)а/Т(Д), Ео (Д)Дх = АЕ0 (Д)х, х^О(А), причем 
для конечного множества Ь Eq(±) hcD (А)՝,

() ac(A/E0(A)/i)<^

Ме А, д'£/д[_ оо, оо)/х(Д)), Д — замыкание множества А, л а, (Д)_ й’(Д) и ОО.Очевидно, что для Д՛ /?0 (Д) = а (Д).I ели оператор А индефинитен, то как и в (՛) показывается, что °ператор /У, сопоставленный сильно демпфированному пучку (^ (>) '{ормулой (3), 1Г-дефинизируем 103



[(Н — а/) (Н — р/) х, л-| > 0 или < Одля всех х^О(Н-), где —оо<а, Р<ао. **Оператор А предположим в дальнейшем индефинитным. Имеет местоТеорема 2. Если р (£/) 0 и пучок С) (X) сильно демпфирован՝
то спектр оператора Н вещественный и у Н существует един­
ственная собственная IV-спектральная функция Ео (X).При доказательстве теоремы 2 существенно используется то об- стоятельство, что преобразование Кэли IV-дефинизируемого IV'—с. с, оператора есть Ц'-дефинизируемый ИР-унитарный оператор.Положим Р+ = {х^А0; [*, х]>0), р_ = {х £ Ло: [х, х] < 0}, ?0 = = р Пр- и обозначим через ЭХ + и ЭХ- совокупность всех максималь­ных подпространств из Р+ и 3֊ .Говорят, что }£р £2} дуальная пара подпространств, если £хср+ £2сЗ_ и |£։, £2| =0, если, кроме того, £1^9Х+, £2£ЭЯ_, то {£։, £2} называют максимальной дуальной парой подпространств.При помощи собственной 1Г-спсктральной функции доказыва­ется Теорема 3. Оператор Н, р (Н)^ 0, сопоставленный сильно 
демпфированному пучку Ц(/), обладает единственной инвариант­
ной максимальной дуальной парой подпространств [£1 £2}-Предположим, что А2 + и введем в /<, скалярное произве- деине '(А У)2 = (М2 + у)0 (14)Непосредственно проверяется, что Ло разлагается в ортогональ­ную относительно форм (х, у)2 и |х, у] сумму подпространствАо — I £։, (15)где •«

=(-Лх
Если оператор Х։ есть корень уравнения (2), то и оператор ^2= — А՜ 7\Л—А~ХН является корнем этого уравнения. Пара кор­ней {Х։, /,„} называется сопутствующей. Пара (Х։, 72) не обязательно сопутствующих корней уравнения (2) называется полной в Л։СЛ, если R (Х։ — X,) = //„ где замыкание берется по норме ||х||.На основе разложения (15) и теоремы 3 доказываетсяI ео рема 4. Если пучок <5(Х) сильно демпфирован, 

и А՜ В^>0, то уравнение (2) обладает единственной полной1՝ 
й сопутствующей парой корней (Хп Х2}, причем

ах1 + х;а + я>о, (|6)
ах։ + х.;а + Я<0. (|7)164



Теорема 5. Если кроме указанных в теореме 4 условий опе­
ратор Л՜1 В £8, то уравнение (2) имеет корень Х։ из R. удов­
летворяющий условию (16).Уравнение малых демпфированных колебаний континуума (5) около устойчивого положения равновесии имеет вид

Ах 4֊ Вх 4- Сх = 0, — « < է <Լ оо, (1КГгде Я и С—соответственно операторы кинетической и потенциальной энергии. В —оператор сопротивления, действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве //, состоящем из вектор-функцнн над (5).Из изложенного выше вытекаетТеорема 6. Если пучок <7(/֊) сильно демпфирован, А2 £Г>0, и точки а и р являются регулярными, то для любых и хп из А существует решение х(/) уравнения (18) вида

х (է) = ехр (Хг /) х։ (0) + ехр (Հ.,է) х2(0),

X (0) — А'о, X (0) = Х()|
и)е Л'։ (0), х2 (0) £ //.

Центральный экономико- 
математический институт АН СССР

Ь. Ա. ԷԱՐԻՈՆՈՎՀիւբերտյան տարածության մեջ ինք նահամալուծ քաոակուսայիե փնջերի մասին
տարածության ինդեֆինիտ մետրիկա ունեցող տարածութ յուններում ղոր֊

Ьлц օպերատորների տեսութ յան մ եք1 ոդներով, հետադոտվում ^>3Л >В 1֊
*ա]Ւն փունջը, որի ց ո ր ծ ա կ իցն ե ր ր սահմանափակ ին րն ահ ա մ ա լո ւ ժ օպերատորներ են Н ’ ո • մ և 
ք*վարարում են Հետևյսւք պա յմանին'

(Вх, X)3 > 4 (Лг. лг)(СХ х), л < Л

У (*’ I ‘I նքի ղիտտոկմանր րերում են մաթեմատիկական ֆիրյիկայի մի շարր խնրյիրներւ 
11րոշակի պայմանների ղեպրում ապացուցվում որ Լ} (Л) *ինքի հետ ասոցսւցվաձ սպե-

^^որա յին րտոտկոէսի ‘,ավ ասար ու մ ր АУ-՜ | /է Հ- -(• С 0 ունի միակ // • ում <քլրիվ^ արմատ-
•յոէյց ե հետնաբար կոնտինումի փորր ցեմպֆիրվող տատանումների հավասարման վե- 

!*րերյսյ[ Կոշու իէնղրի լուծ ե (իութ յուն րւ


