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Об устойчивости упругой балки при продольном ударе

(Представлено ака ц-мнком АН Армянской ССР С. Л. Амбарцумяном 26/У 1969)

Обычно, при рассмотрении устойчивости балки, принимается, чтс 
сжимающая сила одинакова по ее длине. И это имеет определенную 
основу, так как упругая волна сжатия по длине распространяется <

довольно большой скоростью

Такое предположение может привести

г км, для стали порядка 5— 
сек

к верным результатам п
сравнительно малых скоростях нагружения стержня. В задачах про
дол։.ною удара, как показывают многочисленные эксперименты, бал
ка теряет устойчивость локально. II здесь нужно определить крити
ческую длину потери устойчивости при заданной скорости удара.

В настоящей работе рассматривается устойчивость при продоль
ном уларе, с учетом неоднородности сжимающей силы по длине бал
ки. Дается способ определения собственных частот и критически։ 
сил частично сжатых стержней (уравнение с разрывным коэффициен
том). Изменение сжимающей силы по длине, как нам известно из 
опубликованных работ, учитывалось только в (’), но там скорее оп
ределяется не критическая длина, а исследуется возрастание началь
ного прогиба.

1. Пусть имеется упругая колонна, один край которой заделан, 
а второй — свободен (по отношению к продольному перемещению). 
По свободному концу колонны производится удар жесткой массой-՝։ 
со скоростью с. За начало времени берется момент соприкосновен։։’ 
ударяющего тела с колонной.

X равнения продольного движения, краевые и начальные ус՛10՜ 
вия данной задачи будут соответственно

= а» , а«. Jg. (1.D
dt2 дх2 -г | ь ՛

х-0
. «х-։ = 0, 

*-о
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•де
/И

9 = ---
т

т — масса колонны,

= О 
/-о

при О

(1.3)

Г/1-0 «= О,

I/1 о — О, I », ) — С
\ОС /

при х = О.

калача эта известная и приводится, например, в (2), так что можно 
Пользоваться готовыми результатами, В частности, сжимающая сила 
определяется формулой

,ди
Тх'

где для моментов времени < — 
а

ди с— = —ехр 
дх а

(1.5)

где — 
и а 

ди_ = 
ох I

ехр
21 — х — а/ 

а/
(1.6)

и Т. л.
| Таким образом, сжимающую силу в каждой точке стержня и в 
каждый момент движения можно считать известной.

Уравнение возмущенного движения балки будет

Е1^ 
дх'

ди ды
г)х Ох р дР

I Граничными условиями для (1.7) будем принимать условия свободно* 

|го 0ПИ| амии. В уравнении (1.7) коэффициент— определяется по (1.5), 
I дх
I (1Ь) и т. д.
I Нашей целью является вот что. В начальный момент времени 
I балке сообщается возмущение, которое вызывает возмущенное дви- 

Жвнне, определяемое уравнением (1.7). Пользуясь определением ус
тойчивости движения для конечных моментов времени (3), определить 
устойчивое или нет возмущение, и если неустойчивое, то определить 
интервал времени, в котором движение было устойчивым.

/(ля этого рассмотрим одну ^вспомогательную задачу, которая, 
п°ми.мо того, что представляет, безусловно, самостоятельный инте
рес, но и в основном дает путь к решению поставленной задачи.

2. Рассмотрим колебания частично сжатой балки, края которой 
Шарнирно оперты. Пусть часть балки (£</) сжата силой

тогда в уравнении колебания (1.7)
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EF дЛ.=[Р- 
дх I О,

О < л- < b 
b<^x I. (2.1)

Для решения этой задачи обычно поступают следующим обра
зом. Рассматриваются две балки: загруженную и не загруженную 
соответственно длинами Ь и / — Ь. В сечении х = Ь ставятся условия 
сопряжения, которые вместе с краевыми условиями дают однородную 
систему для определения постоянных интегрирования. Из условия 
разрешимости этой системы определяются собственные частоты.

Здесь мы поступим иначе. Представим (2.1) в виде ряда

()<х<&, />1 Д , Лк• в у а»со8Арс, >.*= —» 
01 I

(2.2)
= — » ат «= ~^81п/цЬ (/г = 1, 2,■ • •).
/Лк

Подставим (2.2) в (1.7) и поищем его решение в виде:

w = e,0“ V Л sin X* л.
Л-1

(2.3)

Тогда после некоторых преобразований для постоянных /* получим 
следующую систему бесконечных уравнений

( ֊ /:/'* — 2/*а0 — л*а՝ь — 2 — w*\ fk — f it У +

dn-q I —Ib V («* q 4֊ Iqfq = 0. (2.4)

Частоты балки будут определяться из условия разрешимости системы 
(2.4). т. е. | К

'֊‘j — ЧМа1+«э) — мз («а+ «<)•• •
“Mi(^4֊ Да) 22 ֊Ma(«i4-«5)---

+ — К/, (а։ 4֊ а5) 2.
= 0, (2.5)

। де _ 2 А//* -- 2/| а0 — / «^2* — 2 «А 
Я

Из (2.5) в частности получаются частоты как свободной (ш =
”. I ֊ 0, !,• ■•), так и сжатой по всей длине (ап = Р, щ = 0

/= 1, 2,•••) балок. йк-
Определитель (2.5) принадлежит к классу нормальных опреде՜ 

лнтелей. В самом деле, достаточно обозначить в (2.4) = ?*• (°г՛
да обе суммы в (2.4) оказывается имеют порядок 0(1п(//<7), следова- 

тельно, существуют | I 11оэтому ча'
I I
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стоты из (2.5) можно определить итерационным методом, который 
сходится.

Из (2.4) или (2.5) можно также получить значения критической 
силы. Как известно (։), при сжимающей силе, равной критической, 
частота балки становится равной нулю. Поэтому, принимая «» - О, 
можно из (2.5) определить критическую силу. Для этого достаточно 
н (2.5) оставить только диагональные члены и определить главную 
гармонику, т. е. ту гармонику из (2.3), которая наиболее близка к 
настоящей форме потери устойчивости. Потом можно брать конечный 
определитель, среди членов которого есть и главная гармоника. Как 
показывает исследование, главной гармоникой является первый член 
ряда (2.3), и даже такое одночленное приближение дает достаточно 
хороший результат.

Ниже приводится таблица для Ркр/Р^(Р^.— £://{) при некоторых 
значениях отношения Ь/1. В первой строке приведены Ркр/Р) при од
ночленном приближении, а во второй — при двухчленном.

»// 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6 0.7 0,8 0,9 ! 1
Ркр!

5,167 2,845 2,215 2,026 2 1,975 1,822 1,541 1,24 1

4,212 2,434 2,002 1,898 1 ,*94 1,835 1,668 1. 149 1,219 1

Как видно из таблицы, значения Рьр/Рэ при различных прибли
жениях не очень отличаются. Например, для Ь/1 = 0,5 они отличают
ся друг от друга порядка 6°/0-

Понятно, что подобным же образом можно решить задачу ко
лебаний или устойчивости для балки, которая на различных участках 
сжата по разному.

3. Теперь возвратимся к вашей первоначальной задаче, решение 
которой также будем искать по методу, изложенному в п. 2. Сжи
мающую силу, которая определяется по (1.4)—(1.6), представим в 
виде ряда (2.2). Не нарушая общности, только ради простоты (пото
му что, как следует из дальнейшего изложения, все можно было де
лать без этого предположения), примем, что отношение веса ударяю
щего тела к весу стержня стремится к бесконечности, т. е. а-«со. 
Тогда для сжимающей силы при первом прохождении волны из (1.4) 
11 (1-5) будем иметь

[ Е1~ , 0 л՜ я/
Р«= а (3.1)

I 0

Предположим, что балка теряет устойчивость при первом про
хождении волны. Мы получим в дальнейшем условие, при соблюде
нии которого это может происходить, а если этого пег, то дадим ход 
Решению задачи после первого отражения волны и т. д.
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Итак, разлагая (3.1) в ряд типа (2.2). имеем:

EF— = »»(/) cos X, х, 
к~О

«0= EF ֊- • —, = 2EF —sin X* at.
al akit

Ищем решение (1.7) в виде

к՛ = J /* (О sin X* х. 
»-։

(3.2)

(3.3)

Подставляя (3.2) и (3.3) и (1.7), для /<.(/) получим следующую бес
конечную систему дифференциальных уравнений:

2 тЛ <е Л + |2£7, + _
к <нг

/Г-1
“ “Ь Uk-q} q У] (^</4֊ Л “b Clq-k) *qfq e0. (3.4)

Коэффициенты /Л (/) уравнений (3.4) как функции времени в 
момент возмущения (/ -0) — положительные функции, в дальнейшем 
убывая, они переходят через нуль и становятся отрицательными. До 
тех пор, пока эти коэффициенты положительны, /*(0 имеют колеба
тельный характер. Естественно, по аналогии с предыдущей задачей, 
тот момент, когда „мгновенная частота- становится равной нулю, 
считать критическим (/А7>), так как после этого момента /*(/) возра
стают в экспоненциальном порядке. Тогда движение балки в интерва
ле времени |0, /хр] можно считать устойчивым, после чего оно стано
вится неустойчивым. Понятно, что при этом критическая длина опре
делится следующей формулой , И

Iкр ~ а։кр. (3.5)
Из сказанного следует, что для определения критического мо

мента имеем равенство

֊! 1'\ — 'л [2а0 (1кр) а.. (/*■/»)] —Х։ («л (£кр) -}֊ а, (1жр)]‘ • • I

-[а, (<«,» + а, (М1 2£Л’->, |2а0 (<«,>)+о, (М -• • =°- <3'6)

Из (3.6) можно получить также условие для 
первом прохождении волны

с п2 /
~а 7՜ ' 7՜*

потери устойчивости при

(3.7)

На ри<. 1 приведены некоторые кривые для отношений вза- 
а

висимости 1^'1 при некоторых значениях , определенные из (3.6)

во втором приближении.
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После того, как наступает критический момент сжатия, часть 
стержня теряет устойчивость, происходит большой изгиб этой части, 
и в дальнейшем волна сжатия не передается на оставшуюся часть. 
Этим и объясняются результаты экспериментов, которые дают ло
кальную потерю устойчивости в задачах продольного удара.

«5 /,0
Рис. 1

Вели не соблюдается условие (3.7), т. е. балка при первом про
хождении не теряет устойчивости, то для интервала времени 
/ 2/

— / < —, как видно из (1.4) и (1.6), в отраженной части сжи- 
а а

С смающей силой будет 2 АТ—, а в остальной — — , т. е.
а

здесь V и х'— новое время = 

(■«' / ֊ х).

а

0< х' < аР 

(3.8)

. 1 \I ------- ) и новая координата
а /

11редставив (3.8) 
лня будем иметь

в виде ряда (3.2), для коэффициентов разложе-

а^= ЕР — — 5<п X* аР. 
а кг.

(3.9)

Критический момент потери устойчивости опять будет опреде 
литься из (3.6), где уже //* надо взять из (3.9).

II вообще надо учесть, что после //-того отражения в отражен 
с

ной части сжимающей силой будет (п-\-\) ЕР— , а в неотражен 
а

НОЙ пЕР (— и ход решении каждый раз аналогичен вышеприведен 
а

Ним.
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Լ. Ա. ՄՈՎՍԻՍ9ԱՆԱռաձգական հեծանի կայունւււթյան մասին երկայնական հարբածի րյեսյքՈհյ
Ուսումնասիրվում Լ Հեծանի կայոէնությոէնր. որի մի եզրում տեղի է ունենում հարվա^ 

աոաձղական մարմնով) Կայունության (/ • < ) Հավասարման մեչ Հաշվի Լ առնվում սեղմող ումի 
ան Հ ամ ա սե ոու թ յուն ր րստ Հեծանի երկարության։

Տրվում Լ եղանակ ՀեծաՆՒ ԿրՒ տիկ ուժի կամ հաճախականով)յուննծրի որոշման համար 
էրր ես» սեդմված Լ միայն ինյ-որ մասում՛ Այդ եդանակն 1,յ ոդտադործվո՚մ Լ դրված խնդրիյու<)է/աե Համարէ 'ՒսւԼւին^ Լ Հեծանի կ ա յուն ո I թ յ Ոէն ր կորցնեք Ո1 կրիտիկ
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