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МАТЕМАТИКА

Л. В. IЕфимов

Об одном применении теоремы Ланжевена в теории цепей

(Пре ц Г.1Н.И НО академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяном 21/1У 1969)

В этой заметке показано, что известные характеристические 
свойства проходной матрицы и матрицы сопротивления (проводимос­
ти) (см., напр., (’•*)), линейного пассивного С7./И/?—многополюсника яв­
ляются логическими следствиями простой (но важной)теоремы, дока­
занной .'1анжевеном. Доказательство проводится для проходной матри­
цы. существование которой предполагается.

Пусть дан линейный пассивный 4/ьполюсник Лг (рис. 1). Перей­
дем от напряжений и токов в ветвях к их лапласовым преобразо-

Рис. 1
ваниям. Через = <Л(0, А =/*(>•).

^А+а = (/л4* (/.), Ао А+*(>) (Л-1, 2,..., Я), .

озна ши соогвет( твенно лапласовы преобразования напряжений и 
юков на входе и на выходе, а через ^(/), 1Р (X) (р = 1, 2,..., <])- 
.. 114 11р( 1 'он<п։ия напряжений и токов во внутренних ветвях,
тш-֊ 1Я 13 *'1КО,|<Ж Кирхгофа и соотношений между напряжениями и

5 |,н) *Р’,|||,,х ветвях обычным образом составим систему
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линейных уравнений (с действительными коэффициентами), из которой 
можно, по предположению, получить соотношение

/<
= те(Х)

^11

/|| (I)

Здесь -«-мерный вектор-колонна с компонентами ип (век­
торы /|, ^н, /и образуются аналогично), те(/.)-матрица порядка 2п 
(обратная проходной матрице), которую мы будем тоже называть 
проходной. Из того, что коэффициенты упомянутой системы уравне­
ний действительные числа, а также из способа получения соотношения 
(1) вытекает, что матрица те(Х) является рациональной функцией от 
I и обладает свойством

те (И те(/). (1)

Георема Ланжевена заключается (применительно к проходному 
многополюснику) в следующих двух равенствах

п п

\ к /к •/«) — 1 к • А + к + б' л г* • /л+к ) =
к-1 к-1

Ч ____
~ 2 оо-ао) +мх)-*>(')).

/>-»
п п

V I ( и к • 1 к — и к' А) — I I (1Уп I к • А 4 к — Цп • А к ) =
к —1 к-1

<7 ______

= 2 * (*7(0 А (О — Ър (X) • 1Р (X)). (3)
Р—1

Если, для удобства, выражение вида 47к А + и к՝ /к назвать активной 
энергией, а выражение вида /* —С/*-/*)—реактивной энергией, 
то эта теорема может быть сформулирована так:

Суммарная активная (реактивная) энергия, поступающая в 
многополюсник извне, равна суммарной активной (реактивной) 
энергии, расходуемой во внутренних ветвях многополюсника.

В такой, по существу, формулировке теорема Ланжевена при­
ведена в (3) (и доказана для комплексных напряжений и токов при 
синусоидальном режиме).

Необходимо, однако, отметить, что это теорема является след- 
ствием законов Кирхгофа и доказательство ее не опирается на 
какие-либо энергетические соображения. Опа верна для самых аб­
страктных систем, в которых постулированы законы Кирхгофа, наир., 
Для графов. В этом, по-видимому, и заключается ее важность.

Введем в рассмотрение матрицы
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блоки которых имеют порядок п. 
(2), (3) можно записать в виде

1^,.

Нетрудно проверить, что равенства

(2՛)

1^„ Л1 Г«” М>) ֊ 41
и» 
/ II

— 2 1 ( ^'р О) ■ (М ир(/) 1р 
р-*1

(У)
Подсчитаем теперь суммы в правых частях равенств (2'), (3'). По 

предположению во внутренних ветвях многополюсника .V имеются 
лиин. активные сопротивления, конденсаторы, катушки (возможно ин­
дуктивно связанные друг с другом) и идеальные трансформаторы. 
Рассмотрим каждую из этих возможностей.

а) Активное сопротивление R.
Соотношение между напряжением и током

г»(Х) ~ /?•/().).

Т’(/) /(Х) ч- (л) / (X) =2/?|/(Х)Р,

7|^(Х)-/(Х)-ф(Х)./(Х) ] =0.

Ь) Конденсатор с емкостью С. 
Соотношение между напряжением и током

/(X) =ХСг>(Х), 

Т(Х)./(Х)4-1/(Х).Г(Ц = (X + X) С |т> (Х)|։, 

/ [гДТаО-'УО)-7 (л)1 = /(Х-Х)С|г>(Х)|*. 

с) Катушка с индуктивностью £. ‘
Соотношение между напряжением и током

т»(Х) «X-£./(),). Л

'7й7)./(л) 4-<у(л). /(),) = а +- X) • д-|/(Х)|я,

/ ( -у (/ )•/(>)-V (X). /(X)) = /(X —Х).£.|/(Х)|».
‘^1 Система индуктивно связанных между собой катушек с ин- 

ду ктивностями Л։ — Л1П,-• •, = и взаимными индуктивностями
л՜’*՜՛5; Соотношения между напряжениями и то­

кам и
з

= 2>И„.А = 1, 2>...։ ։֊
/-1

3
X |гТ(Х)-4(Х) + х,>(л).Цх)| = 
к



$
= (X + X) 3 Л/*,-/* (X). ?/-(/)= (X + X) /♦ ().) /И/(Х),

АД—1

1 ___
20®» (>■) ■/. (>■)-•»* О)МЧ| = 
*-1

- I ( X - X). 2 /Ин • 1„ (X) • /, (X) = I (X - к) I* (X) ди (X).
*Д—1

Здесь/* (X) = (/х(X), /2(Х),-«., 15 (X)). Отметим, что (см., напр.» (*)' 
матрица /И = |Л'1а֊/] симметрическая и неотрицательная.

е) Идеальный трансформатор.
Пусть

Г 0 ‘
О Г֊1

передаточная матрица трансформатора (Г—вещественная матрица по­
рядка т) через

обозначим соответственно напряжения и токи на входе и выходе 
трансформатора. Соотношение между напряжениями и токами

т/(Х)

7 (X)

Г О
О Т֊'

V (X)
/ (X)

Нетрудно проверить, что

7*(Х)-7(Х) + ^*(Х)-7 (X) = •и* (X) ■ ։ (X) +/* (X)-г» (X).

Поэтому наличие в многополюснике /V идеальных трансформаторов не 
отражается на значении правых частей равенств (2'), (3'). Можно 
сказать, что идеальный трансформатор не потребляет ни активной, ни 
реактивной энергии.

Поскольку во внутренних ветвях многополюсника, в общем слу­
чае, имеется несколько элементов каждого из перечисленных видов, 
равенства (2х). (3՜) можно записать (в понятных обозначениях) в сле­
дующем виде

[ц„ /•] [и*(хц®(Х)-/։]
ии
Л|

֊2 2 /?/|//(Х)|։+(х+Х) 
/-։

2 /;(х)/и7/дх) 
/-1

(4)
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it/;,. /;,i i®* (>>
I'll
•/|l

= ib. — И - v Q|^(Mr4֊ 
7-1

(5)

(здесь изолированные катушки рассматриваются как частный случай 
системы индуктивно связанных катушек). Ж

В качестве простых следствий соотношений (4), (5) и свойства
(1) получаются перечисленные ниже теоремы.

Теорема 1. Проходная матрица «•(/.) линейного пассивною 
многополюсника обладает свойствами

к> (X) s w (X), 

да*(Х)Л^(/.)-Л>0 (ReX>0), 
те՛' (X) J2w(X) == J։.

(I)

(II)

(III)
Рассуждениями, вполне аналогичными приведенным выше, может 

быть установлена ж•» 
Теорема Г. Матрица сопротивления (проводимости) г(г) 

линейного пассивного многополюсника обладает свойствами

г(Х) ь? г(Х),

z* (X)+z(X)>0 (Ре / >0),
(I') 

(ИЗ 

(111')
Теорема 2. Если линейный пассивный многополюсник — ре­

активный (то есть не содержит активных сопротивлений), то 
его переходная матрица обладает дополнительным свойством

«’* (/)Ли>(/)-(РеХ=-0).
Теорема 3. Если линейный пассивный многополюсник не 

содержит конденсаторов, то его проходная матрица обладает 
дополнительным свойством

©•♦(') Лиф)-jJ ° <1тХ>°) 
1<0 (1тХ<0) .

Аналогичная теорема может быть сформулирована для много­
полюсников. не содержащих индуктивностей.

В заключение отметим еще следующее неравенство, вытекающее 
из соотношений (4), (5)

к՛* (X) J1W (X) — Jt (X) Jtw (X) — /д
X + X “ Ц I. —Т) >

Ei о же можно получить как логическое следствие свойств (!)• 
(II), (III) проходной матрицы. Аналогичное неравенство имеет место 
также для матрицы сопротивления (проводимости). ■

Одесским педагогический институт
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ц. Ч. ЪМЧГЛЦ.
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