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Аннотация. Для любой ортонормированной системы функций {φn} на (0, 1),
точечно ограниченной функцией f ∈ L2(0, , 1), то есть такой, что |φn(x)| ⩽
f(x), существует ортонормированная система {ψn} с |ψn(x)| ≡ 1, такая что
для любой последовательности an ∈ ℓ2 ряды

∑
anφn и

∑
anψn сходятся

почти всюду одновременно.
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1. Введение

В работах Б. С. Кашина [1] и К. Тандори [2] доказаны, соответственно, сле-

дующие теоремы.

Теорема 1.1. Существует ортонормированная система {ψn(x)}∞n=1 с точным

множителем Вейля log2 n, такая что |ψn(x)| ≡ 1, n = 1, 2, . . . .

Теорема 1.2. Если последовательность {ak}∞k=1 такая, что при всевозмож-

ных ортонормированной системы {ψn(x)}∞n=1 с |ψn(x)| ≡ 1, n = 1, 2, . . . , ряды

(1.1)
∞∑
k=1

akψk(x)

сходятся почти всюду (п.в.), то ряды

(1.2)
∞∑
k=1

akφk(x)

1Работа выполнена при поддержке Комитета высшего образования и науки Республики
Армения (номер гранта 21AG-1A045)
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также сходятся п.в., где {φn(x)}∞n=1 — ортонормированная система с услови-

ем

(1.3) |φn(x)| ⩽M, n = 1, 2, . . . .

Определение 1.1. Пусть X,Y ⊂ R — некоторые интервалы, и {φn(x)}∞n=1,

x ∈ X, {ψn(y)}∞n=1, y ∈ Y , — ортогональные системы. Системы {φn(x)}∞n=1 и

{ψn(y)}∞n=1 называются эквивалентными, если для любой {ak}∞k=1 с
∞∑
k=1

a2k <∞

ряды (1.1) и (1.2) сходятся почти всюду одновременно на соответствующих

областях определения. Более того, системы {φn(x)}∞n=1 и {ψn(y)}∞n=1 называ-

ются сильно эквивалентными, если выполняется неравенство

1

C

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

⩽

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akψk(y)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

⩽ C

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

для некоторой абсолютной константы C > 0.

Замечание 1.1. Сильная эквивалентность — транзитивное отношение.

Следующая теорема доказана Г. А. Карагуляном в работе [3].

Теорема 1.3. Пусть {φn(x)}∞n=1, x ∈ (0, 1), — ортонормированная система с

(1.3). Тогда существует ортонормированная система {ψn(x)}∞n=1 с |ψn(x)| ≡
1, n = 1, 2, . . . , такая что для любой последовательности {ak}∞k=1 с

∞∑
k=1

a2k <

∞ множества сходимости рядов
∞∑
k=1

akφk(x) и
∞∑
k=1

akψk(x) совпадают почти

всюду для x ∈ (0, 1).

Замечание 1.2. Совпадение множеств сходимости рядов
∞∑
k=1

akφk и
∞∑
k=1

akψk

является более сильным свойством, чем эквивалентность систем {φn(x)}∞n=1

и {ψn(x)}∞n=1.

В настоящей работе мы рассматриваем ортонормированную систему {φn(x)}∞n=1,

удовлетворяющую условию, более слабому, чем (1.3). А именно, вместо (1.3)

предполагается, что |φn(x)| ⩽ f(x) для некоторой неотрицательной функции f ∈
L2(0, 1). Мы показываем, что существует ортонормированная система {ψn(x)}∞n=1,

x ∈ (0, 1), такая что |ψn(x)| ≡ 1, n = 1, 2, . . . , и системы {φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1

являются сильно эквивалентными.

Наш подход состоит из нескольких шагов. Сначала мы конструируем интервал
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J и ортонормированную систему {φ̃n(y)}∞n=1, определённую на J , которая силь-

но эквивалентна системе {φn(x)}∞n=1, x ∈ (0, 1), но φ̃n(y) удовлетворяет условию

(1.3). Затем, применяя линейное преобразование, мы приводим эту систему к

другой ортонормированной системе { ˜̃φn(x)}∞n=1, x ∈ (0, 1), сохраняя сильную

эквивалентность. Далее, используя Теорему 1.3, мы конструируем ортонормиро-

ванную систему {ψn(x)}∞n=1 на (0, 1) с |ψn(x)| ≡ 1, которая эквивалентна системе

{ ˜̃φn(x)}∞n=1. Наконец, используя некоторые свойства {ψn(x)}∞n=1, мы доказыва-

ем, что выполняется неравенство (3.7), тем самым устанавливая сильную экви-

валентность между { ˜̃φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1.

2. Некоторые леммы

Пусть I — интервал, состоящий из интервалов I1, I2, . . . , и пусть J — интер-

вал, состоящий из интервалов J1, J2, . . . . Пусть b1, b2, . . . — положительные числа

такие, что |Jk| = b2k|Ik|. Пусть γk : Ik → Jk — линейные, возрастающие и сюръек-

тивные функции, то есть γ′k(x) = b2k, и пусть γ(x) = γk(x) при x ∈ Ik. Определим

оператор Γ: L2(I) → L2(J) по формуле Γu(y) := u(γ−1(y))
bk

, где u ∈ L2(I) и y ∈ Jk.

Лемма 2.1. (a) Пусть u(x), v(x) ∈ L2(I). Пусть ũ(y) = Γu(y) и ṽ(y) =

Γv(y) при y ∈ J . Тогда∫
I

u(x)v(x) dx =

∫
J

ũ(y)ṽ(y) dy.

(b) Пусть {un(x)}∞n=1 — ортонормированная система на I и ũn(y) = Γun(y).

Тогда система {ũn(y)}∞n=1 является ортонормированной на J и эквива-

лентна системе {un(x)}∞n=1.

Доказательство. (a)∫
J

ũ(y)ṽ(y) dy =

∞∑
l=1

∫
Jl

ũ(γl(x))ṽ(γl(x)) dγl(x) =

∞∑
l=1

∫
Il

u(x)

bl
· v(x)
bl

γ′l(x) dx

=

∞∑
l=1

∫
Il

u(x)v(x) dx =

∫
I

u(x)v(x) dx.

(b) Из пункта (a) непосредственно следует, что система {ũn(y)}∞n=1 ортонор-

мирована на J . Предположим, что ряд
∞∑
k=1

akuk(x) сходится п.в. на I.

Очевидно, что если ряд
∞∑
k=1

akuk(x0) сходится при некотором x0 ∈ I, то
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ряд
∞∑
k=1

akũk(γ(x0)) также сходится. Обратное утверждение доказывается

аналогично.

□

Определение 2.1. Пусть X,Y ⊂ R — множества, измеримые по Лебегу, и

σ : X → Y — измеримая функция. Говорят, что функция σ сохраняет меру,

если для любого измеримого подмножества B ⊂ Y выполняется равенство

|B| = |σ−1(B)|,

где | · | обозначает меру Лебега.

Следующая лемма основана на элементарных свойствах меры Лебега.

Лемма 2.2. Пусть E ⊂ R — измеримое множество с конечной мерой, т.е.

|E| <∞, и для каждого x ∈ R определим E(x) = {y ∈ E : y ⩽ x}. Определим

σ : E → [0, |E|] по формуле σ(x) = |E(x)|.

Тогда σ является функцией, сохраняющей меру на E.

Следующая лемма доказана в работе [3].

Лемма 2.3. Пусть ε > 0 и {φk(x)}nk=1, x ∈ (0, 1), — ортонормированная систе-

ма с |φk(x)| ⩽M , k = 1, 2, . . . , n. Тогда для любого целого числа N ⩾ 1 существу-

ет ортонормированная система {ψ̃k(x)}nk=1 и числа N = m0 < m1 < · · · < mn

такие, что∥∥∥∥∥∥2Mψ̃k(x)− φk(x)−
mk∑

i=mk−1+1

ciχi(x)

∥∥∥∥∥∥
2

< ε, k = 1, 2, . . . , n

|ψk(x)| ≡ 1, k = 1, 2, . . . , n

где {χi(x)}∞i=1 — система Хаара, а {ci}mn

i=N+1 — некоторые числа.

3. Основной результат

Теорема 3.1. Пусть {φn(x)}∞n=1 — ортонормированная система в L2(0, 1), а

f(x) — неотрицательная функция из L2(0, 1), такая что |φn(x)| ⩽ f(x) для всех

n = 1, 2, . . . . Тогда существует ортонормированная система {ψn(x)}∞n=1, x ∈
(0, 1), с |ψn(x)| ≡ 1, n = 1, 2, . . . , такая что системы {φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1

являются сильно эквивалентными.
54



ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ НЕКОТОРЫХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Замечание 3.1. [4, Глава 8] Если система {φn(x)}∞n=1 удовлетворяет неравен-

ству ∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ ⩽ C

( ∞∑
k=1

a2k

)1/2

для любой последовательности {an}∞n=1 ∈ ℓ2, то этого достаточно, чтобы ряд
∞∑

n=1

anφn(x)

сходился почти всюду на (0, 1).

Доказательство. Пусть f(x) ∈ L2(0, 1) и определим

Xn = {x ∈ (0, 1) : n− 1 ⩽ f(x) < n}, n = 1, 2, . . . .

Построим простую функцию g(x) ∈ L2(0, 1) такую, что g(x) ⩾ f(x) ⩾ φn(x),

n = 1, 2, . . . . Положим

g(x) = n для любого x ∈ Xn.

Очевидно, что 0 < g(x)− f(x) ⩽ 1, и

∥g − f∥22 =

∞∑
n=1

∫
Xn

|g(x)− f(x)|2 dx ⩽
∞∑

n=1

|Xn| = 1.

Следовательно, g(x) ∈ L2(0, 1). Это позволяет считать, что функция f(x) явля-

ется простой.

Предположим, что функция f(x) является простой, Im(f) = {b1, b2, . . . }, и по-

ложим El := f−1(bl). Ясно, что семейство {El}∞l=1 образует разбиение интервала

(0, 1). Пусть {Il}∞l=1 — семейство интервалов, таких что |Il| = |El|, расположен-

ных последовательно и образующих разбиение (0, 1). По лемме 2.2 построим со-

храняющие меру отображения σl : El → Il, l = 1, 2, . . . , определённые на измери-

мых подмножествах El. Задавая σ(x) = σl(x), x ∈ El, получаем, что для любого

измеримого множества A ⊂ (0, 1) выполняется равенство∫
A

φn(x) dx =

∫
σ(A)

φn(σ(x)) dσ(x).

Из последнего равенства следует, что система {φn(σ(x))}∞n=1 также является

ортонормированной на интервале (0, 1). Очевидно, что системы {φn(x)}∞n=1 и

{φn(σ(x))}∞n=1 сильно эквивалентны. Заметим, что функция f(σ(x)) является

ступенчатой и |φn(σ(x))| ⩽ f(σ(x)). Поскольку указанные системы сильно экви-

валентны, без ограничения общности можно считать, что функция f(x) является

ступенчатой.
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Рассмотрим функцию f(x) как ступенчатую. Обозначим через I1, I2, . . . интер-

валы, на которых функция f(x) постоянна, и пусть b1, b2, . . . — соответствующие

значения f(x) на этих интервалах. Построим интервал J и ортонормированную

систему {φ̃n(y)}∞n=1, y ∈ J , такую, что |φ̃n(y)| ⩽ 1 и которая сильно эквивалентна

системе {φn(x)}∞n=1.

Пусть J1, J2, . . . — интервалы такие, что |Jl| = b2l |Il|, и γl : Il → Jl — линей-

ные, возрастающие и сюръективные отображения, l = 1, 2, . . . . Расположим эти

интервалы последовательно так, чтобы они образовывали единый интервал J ,

имеющий конечную меру, поскольку

|J | =
∞∑
k=1

b2k|Ik| = ∥f∥22 < +∞.

Определим

φ̃k(y) = Γφk(y) =
φk(γ

−1(y))

bl
, y ∈ Jl.

Поскольку |φk(x)| ≤ bl при x ∈ Il, получаем, что |φ̃k(y)| ≤ 1 для любого y ∈ J .

По лемме 2.1 система {φ̃k(y)}∞k=1 является ортонормированной на интервале J и

эквивалентной системе {φn(x)}∞n=1. Кроме того,

Γ

(
sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφk

∣∣∣∣∣
)
(y) = sup

n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akΓφk(y)

∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφ̃k(y)

∣∣∣∣∣ , y ∈ J.

Отсюда, в сочетании с леммой 2.1, следует, что∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akφ̃k(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

.

Следовательно, системы {φn(x)}∞n=1 и {φ̃n(y)}∞n=1 сильно эквивалентны.

Чтобы перенести систему {φ̃n(y)}∞n=1 с интервала J на (0, 1), пусть α : J → (0, 1)

— линейное отображение и определим

˜̃φk(x) = |J | 12 φ̃k(α
−1(x)), x ∈ (0, 1).

Тогда система { ˜̃φn(x)}∞n=1 ортонормирована на (0, 1) и сильно эквивалентна си-

стеме {φ̃n(y)}∞n=1.

По теореме Меншова-Марцинкевича (см. [4, Глава 8, Теорема 7]) существуют

числа 0 = n1 < n2 < . . . такие, что ряд lim
k→∞

nk∑
j=1

aj ˜̃φj(x) сходится п.в. на (0, 1),

причём

(3.1)

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

2

⩽ C0

∞∑
j=1

a2j .

56



ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ НЕКОТОРЫХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Поскольку система { ˜̃φn(x)}∞n=1 — ортонормированная система на (0, 1) и удовле-

творяет оценке | ˜̃φn(x)| ⩽ |J | 12 < ∞, то по Лемме 2.3 существует система { ˜̃ψi}∞i=1

с | ˜̃ψi(x)| ≡ 1 такая, что для любого k = 1, 2, . . . система { ˜̃ψi}
nk+1

i=nk+1 ортонорми-

рована и

(3.2)

∥∥∥∥∥∥2M ˜̃
ψt(x)− ˜̃φt(x)−

mt∑
i=mt−1+1

ciχi(x)

∥∥∥∥∥∥
2

<
1

2t(nk+1 − nk)

где M = |J | 12 .

Затем мы используем теорему ортогонализации Хобби–Райса (см. [4, Глава 8,

Теорема 4]): если fi ∈ L2(0, 1), i = 1, 2, . . . ,m, — некоторые функции, то суще-

ствует функция ε(x) с |ε(x)| ≡ 1, ортогональная к этим функциям.

Из этой теоремы следует, что функции ε1(x), ε2(x), . . . можно выбрать последо-

вательно с числами 0 = N0 < N1 < N2 < . . . таким образом, что |εk(x)| ≡ 1 для

k = 1, 2, . . . и для любого k = 1, 2, . . . выполняются условия
1∫

0

εk(x)
˜̃
ψt(x) εs(x)

˜̃
ψl(x) dx = 0,(3.3)

1∫
0

εk(x)
˜̃
ψt(x)χi(x) dx = 0, 1 ⩽ i ⩽ Nk,(3.4)

∥∥∥∥∥∥εk ˜̃ψt −
Nk∑

i=Nk−1+1

χi

1∫
0

εk(y)
˜̃
ψt(y)χi(y) dy

∥∥∥∥∥∥
2

<
1

2k(nk+1 − nk)
,(3.5)

где nk < t ⩽ nk+1, ns < l ⩽ ns+1, s < k.

Выбор ε1(x) и N1, удовлетворяющих условиям (3.3)–(3.5) для k = 1, очевиден.

Предположим, что функции εi(x) и числа Ni, i = 1, 2, . . . , ν, уже выбраны. Тогда

по теореме ортогонализации можно выбрать εν+1 с |εν+1(x)| ≡ 1, так чтобы

условия (3.3) и (3.4) выполнялись для k = ν + 1. Далее, взяв Nν+1 достаточно

большим, обеспечивается выполнение условия (3.5) для k = ν + 1.

Определим

(3.6) ψt(x) = εk(x)
˜̃
ψt(x), для nk−1 < t ⩽ nk.

Очевидно, система {ψn(x)}∞n=1 ортонормирована и |ψn(x)| ≡ 1 для n = 1, 2, . . . .

Конструкция {ψn(x)}∞n=1 выше идентична конструкции {ψn(x)}∞n=1 в Теореме

1.3. Поэтому по Теореме 1.3 системы { ˜̃φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1 эквивалентны.

Чтобы показать, что системы { ˜̃φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1 сильно эквивалентны,
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нужно доказать следующее неравенство

(3.7)
1

C

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak ˜̃φk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

⩽

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akψk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

⩽ C

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak ˜̃φk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

.

Теперь докажем левое неравенство в (3.7). По неравенству (3.1) имеем∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

2

⩽ 2

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

2

+ 2

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

2

⩽ 2C0

∞∑
j=1

a2j + 2

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

2

.

Обозначим αt(x) = 2M
˜̃
ψt(x)− ˜̃φt(x)−

mt∑
i=mt−1+1

ciχi(x). Тогда по (3.2) имеем

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

⩽ 2M

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj
˜̃
ψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

(3.8)

+

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj

mj∑
i=mj−1+1

ciχi(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

(3.9)

+

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

ajαj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

(3.10)

= I1 + I2 + I3.

Теперь мы оцениваем (3.8), (3.9) и (3.10) отдельно. Используя (3.6), имеем

(3.11) I1 =

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

⩽ 2

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

Выражение (3.9) состоит из полинома в системе Хаара с коэффициентами ajci.

Кроме того, mj∑
i=mj−1

c2j

 1
2

=

∥∥∥∥∥∥
mj∑

i=mj−1

ciχi(x)

∥∥∥∥∥∥
2

⩽
∥∥∥2M ˜̃

ψj(x)
∥∥∥
2
+
∥∥ ˜̃φj(x)

∥∥
2
+∥αj(x)∥2 ⩽ 2M+2.
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Используя это неравенство, мы получаем, что для nk < n ⩽ nk+1

∞∑
k=1

n∑
j=nk+1

mj∑
i=mj−1

(ajci)
2 ⩽

∞∑
k=1

nk+1∑
j=nk+1

mj∑
i=mj−1

(ajci)
2 =

∞∑
k=1

nk+1∑
j=nk+1

a2j

mj∑
i=mj−1

c2i

⩽
∞∑
k=1

nk+1∑
j=nk+1

a2j (2M + 2)2 = (2M + 2)2
∞∑
j=1

a2j <∞.

Таким образом, применяя хорошо известную теорему [4, Глава 3, Теорема 4], из

последнего неравенства следует

(3.12) I2 ⩽ C1

 ∞∑
j=1

a2j

 1
2

.

По неравенству Коши-Буняковского

sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

ajαj(x)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ sup
nk<n⩽nk+1

 n∑
j=nk+1

a2j

 1
2
 n∑

j=nk+1

α2
j (x)

 1
2

⩽

 nk+1∑
j=nk+1

a2j

 1
2
 nk+1∑

j=nk+1

α2
j (x)

 1
2

.

Из последнего неравенства следует, что

I3 ⩽

∥∥∥∥∥∥supk∈N

( nk+1∑
j=nk+1

a2j

) 1
2
( nk+1∑
j=nk+1

α2
j (x)

) 1
2

∥∥∥∥∥∥
2

(3.13)

⩽

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
j=1

a2j

) 1
2
( ∞∑
j=1

α2
j (x)

) 1
2

∥∥∥∥∥∥
2

⩽

 ∞∑
j=1

a2j

 1
2

.

Поскольку sup
n∈N

∣∣∣∣ n∑
k=1

akψk(x)

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣ ∞∑
k=1

akψk(x)

∣∣∣∣, то

∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akψk(x)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
2

⩾

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akψk(x)

∥∥∥∥∥
2

=

 ∞∑
j=1

a2j

 1
2

.

Из последнего неравенства вместе с (3.11), (3.12) и (3.13) получаем∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

⩽ C2

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

,

откуда следует, что∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

⩽ C

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

.
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Теперь докажем правое неравенство в (3.7).∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

⩽

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

(3.14)

+

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

n∑
j=nk+1

ajψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

.

Для индексов, удовлетворяющих nk < t ⩽ nk+1 для k = 1, 2, . . . , определим

pt :=

1∫
0

εk(y)
˜̃
ψt(y)χi(y) dy и βt(x) := ψt(x)−

Nk∑
i=Nk−1+1

piχi(x).

Из (3.5) следует, что∥∥∥∥∥∥
∞∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

aj

Nl∑
i=Nl−1+1

piχi(x)

∥∥∥∥∥∥
2

2

⩽ 2

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ajψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ 2

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ajβj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

2

(3.15)

⩽ 2

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ajψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ 2

∞∑
j=1

a2j

∞∑
j=1

∥βj(x)∥22 ⩽ 4

∞∑
j=1

a2j .

и ∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

aj

 Nl∑
i=Nl−1+1

piχi(x) + βj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

⩽

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

aj

Nl∑
i=Nl−1+1

piχi(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
k−1∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

ajβj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

= J1 + J2.

Теперь оцениваем J1 и J2 отдельно.

Заметим, что J1 состоит из рядов функций Хаара, которые сходятся по (3.15).

Следовательно, по теореме [4, Глава 3, Теорема 4] мы получаем

(3.16) J2
1 ⩽ C3

∞∑
j=1

a2j .

60



ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ НЕКОТОРЫХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Из (3.5) следует, что

J2
2 ⩽

∥∥∥∥∥∥∥supk∈N

k−1∑
l=1

 nl+1∑
j=nl+1

a2j ·
nl+1∑

j=nl+1

βj(x)
2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

(3.17)

⩽
∞∑
l=1

nl+1∑
j=nl+1

a2j

nl+1∑
j=nl+1

∥βj(x)∥22 ⩽
∞∑
l=1

1

2l

nl+1∑
j=nl+1

a2j ⩽
∞∑
j=1

a2j .

Сочетая результаты в (3.16) и (3.17), мы получаем, что∥∥∥∥∥∥supk∈N

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

ajψj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

⩽ C4

 ∞∑
j=1

a2j

 1
2

= C4

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

aj ˜̃φj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

⩽ C4

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

.

Остаётся показать, что второе слагаемое в (3.14) удовлетворяет неравенству

(3.18)

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

n∑
j=nk+1

ajψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

⩽ C5

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

для некоторой абсолютной константы C5 > 0. Согласно (3.2) и (3.6)∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

n∑
j=nk+1

ajψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

n∑
j=nk+1

aj
˜̃
ψj(x)

∥∥∥∥∥∥
2

⩽
1

2M

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

+
1

2M

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj

mj∑
i=mj−1+1

ciχi(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

+
1

2M

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

ajαj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

.

Полученное выражение имеет ту же структуру, что и (3.8)–(3.10).

1

2M

∥∥∥∥∥∥supk∈N

 sup
nk<n⩽nk+1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

2

⩽
1

M

∥∥∥∥∥∥supn∈N

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aj ˜̃φj(x)

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
2

.

Последнее неравенство вместе с (3.12) и (3.13) подразумевает неравенство (3.18).

Мы достигли того, что системы { ˜̃φn(x)}∞n=1 и {ψn(x)}∞n=1 сильно эквивалентны.

Поскольку сильная эквивалентность — транзитивное отношение, то {φn(x)}∞n=1

и {ψn(x)}∞n=1 сильно эквивалентны. □

Настоящее исследование выполнено под руководством Г. А. Карагуляна.
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Abstract. For every orthonormal system of functions {φn} on (0, 1), pointwise

bounded by a function f ∈ L2(0, 1), that is, |φn(x)| ⩽ f(x), it is possible to construct

an orthonormal system {ψn} with |ψn(x)| ≡ 1, such that the series
∑
anφn and∑

anψn converge almost everywhere simultaneously, for every {an} ∈ ℓ2.
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