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Аннотация. Мы доказываем, что если {λn}n∈Z есть множество собствен-
ных значений самосопряженного оператора Дирака на (0, π), то система{(

sinλnx

− cosλnx

)}
n∈Z

есть базис Рисса в гильбертовом пространстве L2([0, π]), C2).
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Пусть E есть 2× 2 единичная матрица, а

σ1 =

(
0 i
−i 0

)
, σ2 =

(
1 0
0 −1

)
, σ3 =

(
0 1
1 0

)
известные матрицы Паули. Через L(p, q, α, β) мы обозначим краевую задачу

(1) ly =

{
σ1

1

i

d

dx
+ σ2p(x) + σ3q(x)

}
y = λy, y =

(
y1
y2
,

)
λ ∈ C,

(2) y1(0) cosα+ y2(0) sinα = 0, α ∈
(
−π

2
,
π

2

]
,

(3) y1(π) cosβ + y2(π) sinβ = 0, β ∈
(
−π

2
,
π

2

]
.

Известно (см. [1] – [3]), что если p, q ∈ L1
R[0, π] (т.е. p и q есть действительные,

суммируемые на (0, π) функции), то задача L(p, q, α, β) имеет счетное множество

собственных значений λn(p, q, α, β), n ∈ Z, которые действительны, простые и

имеют асимптотику

(4) λn = λn(p, q, α, β) = n+
β − α

π
+ rn,
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где rn = rn(p, q, α, β) = o(1), при n → ±∞, равномерно по всем p, q из ограничен-

ных подмножеств L1
R[0, π]. Через L(p, q, α, β) мы обозначаем также самосопря-

женный оператор, порожденный дифференциальным выражением

l = σ1
d

dx
+ σ2p(x) + σ3q(x)

в гильбертовом пространстве двукомпонентных вектор-функций L2([0, π],C2) на

области определения (см. детали в [3])

D =

{
y =

(
y1
y2
,

)
; yk ∈ AC[0, π], (ly)k ∈ L2[0, π], k = 1, 2

}
,

где y удовлетворяет (2) и (3).

Через ϕ(x, λ, α) мы обозначаем решение задачи Коши

(5) ly = λy, y(0) =

(
sinα

− cosα

)
.

Легко видеть, что собственные значения оператора L(p, q, α, β) те же, что и у кра-

евой задачи L(p, q, α, β). Собственные значения L(p, q, α, β) есть решения урав-

нения

Φ(λ) = ϕ1(π, λ, α) cosβ + ϕ2(π, λ, α) sinβ = 0.

Собственные функции есть ϕn(x) = ϕn(x, λn, α), n ∈ Z, которые образуют орто-

гональный базис в гильбертовом пространстве L2([0, π), C2). Через an мы обо-

значаем квадраты L2 норм этих собственных функций ϕn :

an = an(p, q, α, β) :=

∫ π

0

|ϕn(x)|2dx.

Если мы обозначим через hn(x) := 1√
an

ϕn(x), тогда мы получим ортонормиро-

ванный базис в L2([0, π), C2), т.е. для любого f ∈ L2([0, π), C2)

f(x) =
∑
k∈Z

(f, hk) · hk(x)

в смысле, что (см. [3], стр.93, Теорема 4.4)

lim
n,m > N
N → ∞

∥f −
n∑

k=−m

(f, hk)hk∥ = 0.

Напомним, что если {hk}k∈Z есть ортонормальный базис в гильбертовом про-

странстве H и A есть ограниченный и обратимый оператор в H, тогда {Ahk}k∈Z

образуют базис, который называется базисом Рисса (см. [4], стр. 373). Через
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ϕ0(x, λ, α) мы будем обозначать решение задачи Коши (1), (5) в случае p(x) =

q(x) = 0. Легко видеть, что

ϕ0(x, λ, α) =

(
sin(λx+ α)

− cos(λx+ α)

)
.

Нетрудно посчитать, что λn(0, 0, 0, 0) = n и что

ϕ0(x, n, 0) =

(
sinnx

− cosnx

)
есть собсвенные функции оператора L(0, 0, 0, 0).

И здесь возникает вопрос: Какими свойствами обладает система{(
sinλnx

− cosλnx

)}
n∈Z

?

Ответ таков:

Теорема. Если p, q ∈ L2
R[0, π], то система вектор-функций{

1
√
an

(
sin(λnx+ α)

− cos(λnx+ α)

)}
n∈Z

образует базис Рисса в гильбертовом пространстве L2([0, π), C2).

Доказательство. Известно (см [3], Теорема 2.2, см. также [5] – [7]) что суще-

ствует оператор преобразования E + K, который переводит решение ϕ0(x, λ, α)

в решение ϕ(x, λ, α), т.е.

ϕ(x, λ, α) = ϕ0(x, λ, α) +

∫ x

0

K(x, t)ϕ0(t, λ, α)dt = (E +K)ϕ0(x, λ, α),

где ядро матрицы K(x, t) имеет свойства∫ x

0

|K(x, t)|dt ≤ eC(x) − 1,

(C(x) :=
∫ x

0
|p(t)|dt+

∫ x

0
|q(t)|dt), при p, q ∈ L1

R[0, π], и∫ π

0

∫ π

0

|K(x, t)|2dxdt < ∞,

при p, q ∈ L2
R[0, π] (см. [3], гл. 2). Мы видим, что E+K есть оператор Вольтерра.

Таким образом, если p, q ∈ L1
R[0, π], то E + K есть ограниченный и обратимый

оператор (см. [8], [9]). С другой стороны, мы имеем

ϕn(x) = ϕ(x, λn, α) = (E +K)ϕ0(x, λn, α)

и

hn(x) =
1

√
an

ϕn(x) = (E +K)
1

√
an

ϕ0(x, λn, α).
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Так как E+K обратимый и его обратный оператор (E+K)−1 также есть оператор

Вольтерра, то
1

√
an

ϕ0(x, λn, α) = (E +K)−1hn(x) = Ahn(x).

Таким образом система{
1

√
an

ϕ0(x, λnα)}
}

n∈Z

=

{
1

√
an

(
sin(λnx+ α)

− cos(λnx+ α)

)}
n∈Z

есть базис Рисса в L2([0, π], C2). Теорема доказана.

Abstract. We prove, that if {λn}n∈Z is the set of eigenvalues of selfadjoint Dirac

operator on (0, π), then the system
{(

sinλnx
− cosλnx

)}
n∈Z

is a Riesz bases in Hilbert

space L2([0, π]), C2).
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