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Аннотация. Предположим, что X — n-корректное множество узлов на плос-
кости, то есть допускающее корректную интерполяцию многочленами двух
переменных суммарной степени не выше n. Тогда алгебраическая кривая q

степени k ≤ n может проходить не более чем через d(n, k) :=
(n+2

2

)
−
(n+2−k

2

)
узлов множества X. Кривая q степени k ≤ n называется максимальной, если
она проходит ровно через d(n, k) узлов множества X. В частности, макси-
мальная прямая — это прямая, проходящая через d(n, 1) = n + 1 узел мно-
жества X. Максимальные кривые являются важным инструментом для изу-
чения n-корректных множеств. Мы приводим новые свойства максимальных
кривых, а также обобщения известных свойств.
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1. Введение

Обозначим пространство двумерных многочленов через Π. Пространство дву-

мерных многочленов суммарной степени не выше n обозначим через Πn. Имеем

Nn = dimΠn =

(
n+ 2

2

)
.

Для удобства положим

(1.1) Nn = 0, если n < 0.

Пусть Xs = {(x1, y1), . . . , (xs, ys)} — множество из s различных узлов на плос-

кости.

1Работа Г. Варданяна была поддержана Комитетом высшего образования и науки Респуб-
лики Армения (проект 21AG-1A045). Работа Н. Варданяна поддержана базовым финансиро-
ванием ЕГУ.
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Задача нахождения многочлена p ∈ Πn, удовлетворяющего условиям

(1.2) p(xi, yi) = ci, i = 1, 2, . . . , s,

для данных c̄ := {c1, . . . , cs}, называется задачей интерполяции.

Определение 1.1. Множество узлов Xs называется n-разрешимым, если для

любых данных c̄ существует многочлен p ∈ Πn, удовлетворяющий условиям

(1.2).

Определение 1.2. Множество узлов Xs называется n-корректным, если для

любых данных c̄ существует единственный многочлен p ∈ Πn, удовлетворяю-

щий условиям (1.2).

Условия (1.2) дают систему из s линейных уравнений с N неизвестными, ко-

торыми являются коэффициенты многочлена p. n-корректность означает, что

линейная система имеет единственное решение при любых значениях правой ча-

сти c̄. Таким образом, необходимым условием корректности является равенство

s = N .

Поэтому n-корректность имеет смысл рассматривать только для множеств

узлов XN . В этом случае справедливо следующее

Предложение 1.1. n-корректность множества X := XN эквивалентна каж-

дому из следующих условий:

(i) Множество X является n-разрешимым.

(ii) p ∈ Πn, p|X = 0 =⇒ p = 0.

Здесь p|X обозначает ограничение многочлена p на множество X.

Определение 1.3. Многочлен p ∈ Πn называется n-фундаментальным много-

членом для точки A := (xk, yk) ∈ X, если p|X\{A} = 0 и p(A) = 1.

Указанный фундаментальный многочлен мы обозначаем p⋆k = p⋆A = p⋆A,X. От-

метим, что иногда n-фундаментальным называют многочлен p ∈ Πn, удовле-

творяющий условиям p|X\{A} = 0 и p(A) ̸= 0, поскольку он равен ненулевому

постоянному множителю, умноженному на p⋆A.

Определение 1.4. Множество узлов X называется n-независимым, если для

любого узла A ∈ X существует n-фундаментальный многочлен p⋆A,X. В про-

тивном случае множество X называется n-зависимым.
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Очевидно, фундаментальные многочлены линейно независимы. Поэтому необ-

ходимым условием n-независимости множества X является: #X ≤ N . Если мно-

жество узлов Xs является n-независимым, то следующая формула Лагранжа

даёт многочлен p ∈ Πn, удовлетворяющий условиям (1.2):

(1.3) p(x, y) =

s∑
i=1

cip
⋆
i (x, y).

Это влечёт

Предложение 1.2. Множество узлов X является n-независимым тогда и

только тогда, когда оно является n-разрешимым.

В дальнейшем нам понадобится следующее

Предложение 1.3 ([1], лемма 2.2). Любое n-независимое множество узлов Xs

мощности s < N можно дополнить до n-корректного множества XN .

Плоская алгебраическая кривая степени n, n ≥ 1, — это множество нулей неко-

торого ненулевого двумерного многочлена степени n. Для упрощения обозначе-

ний мы будем использовать одну и ту же букву, например p, для обозначения как

самого многочлена p, так и кривой, задаваемой уравнением p(x, y) = 0. В частно-

сти, через ℓ мы обозначаем линейный многочлен из Π1 и прямую, определяемую

уравнением ℓ(x, y) = 0.

Отметим, что в выражениях вида X \ p, или X ∩ p, под многочленом p ∈ Πn

мы понимаем его множество нулей.

Говорим, что узел A n-корректного множества X использует прямую ℓ, если

p⋆A,X = ℓr, где r ∈ Πn−1.

Рассмотрим теперь особый тип n-корректных множеств, удовлетворяющих

так называемому свойству геометрической характеристики (GC) (см. [2],[3]), вве-

дённому Чангом и Яо:

Определение 1.5 ([2]). n-корректное множество X называется GCn-множеством,

если n-фундаментальный многочлен каждого узла A ∈ X является произведе-

нием линейных множителей.

В n-корректных множествах n-фундаментальный многочлен, как и любой ин-

терполяционный многочлен, единствен. Поэтому сразу получаем, что в приведён-

ном определении n-фундаментальный многочлен является произведением ровно

n линейных множителей.
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Таким образом, каждый узел GCn-множества использует ровно n прямых.

Определение 1.6. Пусть X — множество узлов. Говорим, что прямая ℓ яв-

ляется k-узловой прямой, если она проходит ровно через k узлов множества

X.

Следующее предложение хорошо известно (см., например, [4] Предложение

1.3):

Предложение 1.4. Если многочлен p ∈ Πn обращается в нуль в n + 1 точке

прямой ℓ, то p|ℓ = 0 и p = ℓq, где q ∈ Πn−1.

Поэтому не более n+1 узлов n-независимого множества могут быть коллине-

арны. (n+ 1)-узловая прямая ℓ называется максимальной прямой ([5]).

Обозначим множество максимальных прямых n-корректного множества X че-

рез M(X). Приведём некоторые основные свойства максимальных прямых.

Предложение 1.5. Пусть X — n-корректное множество. Тогда справедливо:

(i) Любые две максимальные прямые пересекаются в узле множества X.

(ii) Любые три максимальные прямые не проходят через одну точку.

(iii) #M(X) ≤ n+ 2.

Далее приведём гипотезу Гаски–Маэсту (кратко GM-гипотезу):

Гипотеза([6], Разд.5) Для любого GCn-множества существует хотя бы одна

максимальная прямая.

GM-гипотеза очевидна для n = 2. До настоящего времени она подтверждена для

степеней n = 3, 4, 5 (см. [6], [7], [8] соответственно).

Относительно обобщения GM-гипотезы на максимальные кривые см. в [9].

Далее мы будем использовать следующий результат Карнисера и Гаски, каса-

ющийся GM-гипотезы:

Теорема 1.1 ([10], Теорема 4.1). Если гипотеза Гаски–Маэсту выполняется

для всех степеней до n включительно, то любое GCn-множество обладает по

крайней мере тремя максимальными прямыми.

Следствие 1.1. Пусть X — GCn-множество. Если гипотеза Гаски–Маэсту

выполняется для всех степеней до n включительно, то каждый узел множе-

ства X использует максимальную прямую.
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Действительно, в силу теоремы 1.1 существуют три максимальные прямые,

которые, согласно предложению 1.5, (ii), не проходят через одну точку. Поэтому

для любого узла A ∈ X существует максимальная прямая, не проходящая через

него. Таким образом, в силу предложения 1.4, узел A использует эту прямую.

Определение 1.7. Для данного n-корректного множества X говорим, что

узел A ∈ X использует алгебраическую кривую q степени k ≤ n, если q делит

фундаментальный многочлен:

p⋆A,X = qr, где r ∈ Πn−k.

Положим для n, k ≥ 0,

(1.4) d(n, k) := Nn −Nn−k.

Заметим, что при 0 ≤ k ≤ n+ 2 имеем:

(1.5) d(n, k) = (n− k + 2) + (n− k + 3) + · · ·+ (n+ 1)

[
=

k(2n+ 3− k)

2

]
.

А при k ≥ n+ 1, в силу соотношения (1.1), имеем d(n, k) = Nn. Заметим теперь,

что если 0 ≤ k ≤ min(m,n), то

(1.6) d(n,m)− d(n, k) = d(n− k,m− k).

Действительно,

d(n,m)− d(n, k) = Nn −Nn−m − (Nn −Nn−k) = Nn−k −Nn−m = d(n− k,m− k).

Далее, если m ≤ n и 0 ≤ k ≤ n−m+ 2, то

(1.7) d(n,m)−mk = d(n− k,m).

Действительно,

d(n,m)−mk = (n−m+ 2) + (n−m+ 3) + · · ·+ (n+ 1)−mk

= (n−m− k + 2) + (n−m− k + 3) + · · ·+ (n− k + 1) = d(n− k,m− k).

Следующее предложение является обобщением предложения 1.4:

Предложение 1.6 ([11], Предложение 3.1). Пусть X — n-корректное множе-

ство и q — алгебраическая кривая степени k ≤ n без кратных компонент.

Тогда:

(i) Любое подмножество на q, содержащее более d(n, k) узлов множества

X, является n-зависимым.
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(ii) Любое подмножество на q, содержащее ровно d(n, k) узлов множества

X, является n-независимым тогда и только тогда, когда

p ∈ Πn и p|X = 0 =⇒ p = qr, где r ∈ Πn−k.

Для прямых имеем d(n, 1) = n+1, и любые n+1 точек на прямой n-независимы.

Для коник (алгебраических кривых степени 2) имеем d(n, 2) = 2n+1. Хорошо

известно, что множество X из ≤ 2n + 1 точек является n-независимым тогда и

только тогда, когда в нём нет n + 2 коллинеарных точек (см. [12] для случая

кратностей). Если X лежит на неприводимой конике, то на одной прямой может

лежать не более 2 точек множества X. Таким образом, любое множество из ≤
2n+ 1 точек, лежащих на неприводимой конике, является n-независимым.

Для кубических кривых (степени 3) и кривых более высоких степеней ситуа-

ция сложнее. В частности, не любое множество из d(n, 3) = 3n узлов, лежащих

на кубике, является n-независимым (см. [13]).

Далее нам понадобится следующее

Предложение 1.7 ([1], Предложение 3.5). Пусть q — алгебраическая кривая

степени k ≤ n без кратных компонент, а Xs ⊂ q — n-независимое множе-

ство мощности s, s < d(n, k). Тогда Xs можно дополнить до максимального

n-независимого множества Xd ⊂ q мощности d = d(n, k).

2. Максимальные кривые

Предложение 1.6 подразумевает, что на любой кривой q степени k ≤ n лежит

не более d(n, k) n-независимых узлов. Это мотивирует следующее

Определение 2.1 ([11], Определение 3.1). Пусть X — n-корректное множе-

ство. Кривая f степени k ≤ n, проходящая через d(n, k) узлов множества X,

называется максимальной кривой.

Поскольку d(n, n) = N − 1, каждый фундаментальный многочлен множества

X является максимальной кривой степени n.

Отметим, что очевидно кривая f из определения 2.1 не имеет кратных компо-

нент.

Следующее предложение даёт характеристику максимальных кривых:

Предложение 2.1 ([11], Предложение 3.3). Пусть X — n-корректное множе-

ство. Тогда кривая f ∈ Π степени k ≤ n является максимальной кривой для
8
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X тогда и только тогда, когда она используется каждым узлом множества

X \ f.

Отметим, что это, в силу формулы Лагранжа (1.3), следует непосредственно

из предложения 1.6.

Предложение 2.1 и последующее следствие 2.1, принадлежащие Л. Рафаэля-

ну [11], раскрывают основное значение максимальных кривых в теории двумер-

ной полиномиальной интерполяции.

Следствие 2.1 ([11], Предложение 3.4). Пусть X — n-корректное множество.

Тогда: f ∈ Πk является максимальной кривой ⇐⇒ X \ f является (n − k)-

корректным множеством.

Для полноты приведём

Доказательство. (⇐) Обозначим B := X \ f. Имеем

(2.1) Nn−k = #B = Nn −#(X ∩ f).

Отсюда получаем, что #(X ∩ f) = Nn − Nn−k = d(n, k), т. е. f — максимальная

кривая степени k.

(⇒) В силу предложения 2.1 для любого A ∈ X \ f имеем

p⋆A,X = qAf, где q ∈ Πn−k.

Это подразумевает, что qA = p⋆A,B. С другой стороны, #B = N − d(n, k) = Nn−k.

Поэтому, в силу предложения 1.1(i), B является (n− k)-корректным. □

Следствие 2.2. Пусть X — n-корректное множество, f и fh — максимальные

кривые, где deg f = k и deg h = m. Тогда кривая h является максимальной

кривой для (n− k)-корректного множества X \ f.

Доказательство. Для любого A ∈ X \ (fh) имеем

(2.2) p⋆A,X = fhrA,

где rA ∈ Πn−m−k. Обозначим Y := X \ f. Тогда из (2.2) сразу получаем, что

p⋆A,Y = hrA ∀A ∈ Y \ h.

Это, в силу предложения 2.1, завершает доказательство. □

Следствие 2.3. Пусть X — n-корректное множество, f1 и f2 — максимальные

кривые без общих компонент. Предположим, что deg fi = ki, i = 1, 2, где k1 +

k2 ≤ n. Тогда:
9



А. А. АКОПЯН, Г. К. ВАРДАНЯН, Н. К. ВАРДАНЯН

(i) Кривая f1f2 является максимальной кривой степени k1 + k2.

(ii) Кривая f2 является максимальной кривой для (n − k1)-корректного

множества X \ f1.

Доказательство. Сначала отметим, что deg f2 = k2 ≤ n − k1. Тогда любой

узел A ∈ X \ (f1 ∪ f2) использует обе кривые f1 и f2. Поскольку эти кривые не

имеют общих компонент, получаем

(2.3) p⋆A,X = f1f2r, где r ∈ Πn−k1−k2
.

Это, в силу предложения 2.1, подразумевает (i).

Теперь (ii) сразу следует из предложения 2.2. □

Отметим, что следствие 2.3 (ii) было доказано в ([11],Предл.3.4).

Замечание 2.1. В силу соотношения (2.3) сразу получаем, что если f1 и f2 —

максимальные кривые без общих компонент и deg fi = ki, i = 1, 2, где k1 + k2 ≥
n+ 1, то X ⊂ f1 ∪ f2.

3. Пересечение двух максимальных кривых

Обозначим через I(f1, f2) множество точек пересечения кривых f1 и f2. Обо-

значим также IX(f1, f2) := I(f1, f2) ∩ X.

Предложение 3.1 ([11], Предложение 3.4). Пусть X — n-корректное множе-

ство, f1 и f2 — максимальные кривые без общих компонент. Предположим,

что deg fi = ki, i = 1, 2, где

(3.1) k1 + k2 ≤ n.

Тогда кривые f1 и f2 пересекаются ровно в k1k2 различных точках, которые все

являются узлами множества X:

#IX(f1, f2) = k1k2.

Доказательство. В силу следствия 2.3(i) и соотношений (1.6), (1.7) имеем

#IX(f1, f2) = # {f1 ∩ X}+# {f2 ∩ X}−# {f1f2 ∩ X} = d(n, k1)+d(n, k2)−d(n, k1+

k2) = d(n, k1)− d(n− k2, k1) = k1k2. □

Обозначим следующую треугольную решётку размерности n через

Tn := T i0,j0
n = {(i+ i0, j + j0) : i, j ≥ 0, i+ j ≤ n} ,

10
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Рис. 1. Множество Rn
k,m при k +m ≥ n+ 3.

где i0, j0 ≥ 0. Отметим, что Nn = #Tn. Обозначим также следующую прямо-

угольную решётку размерности k ×m через

Rk,m := {(i, j) : 0 ≤ i ≤ k − 1, 0 ≤ j ≤ m− 1} .

Теперь положим (см. рис. 1)

Rn
k,m := Rk,m ∩ T 0,0

n = {(i, j) : 0 ≤ i ≤ k − 1, 0 ≤ j ≤ m− 1, i+ j ≤ n} .

Тогда обозначим

Hn
k,m := #Rn

k,m.

Отметим, что если k+m ≤ n+2, то Rk,m ⊂ T 0,0
n (см. рис. 2) и, следовательно,

Rn
k,m = Rk,m.

Поэтому получаем

(3.2) Hn
k,m = km при k +m ≤ n+ 2.

Далее проверим, что

(3.3) Hn
k,m = Nn −Nn−k −Nn−m при k +m ≥ n+ 1.

Действительно, это сразу следует из следующего разбиения T 0,0
n на непересека-

ющиеся части (см. рис. 1):

T 0,0
n = Hn

k,m ∪ T k,0
n−k ∪ T 0,m

n−m.

Тогда рассмотрим простое соотношение:

(k − 1,m− 1) /∈ Rn
k,m ⇐⇒ k +m ≥ n+ 3.

Это подразумевает, что

(3.4) Hn
k,m ≤ km− 1 ⇐⇒ k +m ≥ n+ 3.

11
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Рис. 2. Множество Rn
k,m при k +m ≤ n+ 2.

Отметим, что в случае k +m ≤ n имеет место соотношение:

(3.5) Hn
k,m = Nn −Nn−k −Nn−m +Nn−k−m.

Действительно, оно следует из равенства (см. рис. 2)

#Hn
k,m = #T 0,0

n −#T k,0
n−k −#T 0,m

n−m +#T k,m
n−k−m.

Отметим, что соотношение (3.5) выполняется всегда. В частности, соотноше-

ние (3.3) — его частный случай, поскольку Ns = 0, если s < 0.

Теперь предположим, что f1 и f2 — алгебраические кривые степеней k1 и k2 со-

ответственно, пересекающиеся ровно в k1k2 различных точках: #I(f1, f2) = k1k2.

Согласно теореме Кэли–Бахараха, мощность максимальных n-независимых под-

множеств I(f1, f2) равна Hn
k1,k2

. Эта величина называется функцией Гильберта

множества I(f1, f2) для степени n.

Таким образом, указанные кривые f1 и f2 могут иметь внутри n-корректного

множества X не более Hn
k1,k2

точек пересечения.

Далее предположим, что k1 + k2 ≥ n+ 3. Тогда, в силу (3.4), никакие кривые

f1 и f2 степеней k1 и k2 соответственно не могут иметь k1k2 точек пересечения

внутри n-корректного множества X.

Следующее предложение, обобщающее предложение 3.1, утверждает, что для

максимальных кривых имеет место указанный экстремальный случай.

Предложение 3.2. Пусть X — n-корректное множество, f1 и f2 — макси-

мальные кривые без общих компонент. Предположим, что deg fi = ki, i = 1, 2.

Тогда кривые f1 и f2 пересекаются ровно в Hn
k1,k2

узлах множества X:

#IX(f1, f2) = Hn
k1,k2

.
12
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Доказательство. Если k1 + k2 ≤ n, то, в силу (3.2), утверждение следует из

предложения 3.1.

Теперь предположим, что k1 + k2 ≥ n+ 1. Тогда, в силу замечания 2.1, имеем

X ⊂ f1 ∪ f2.

Это подразумевает, что

#IX(f1, f2) = # {f1 ∩ X}+# {f2 ∩ X} −# {X}

= d(n, k1) + d(n, k2)−N = N − (N − d(n, k1))− (N − d(n, k2))

= N −Nn−k1
−Nn−k2

= Hn
k1,k2

.

Последнее равенство следует из (3.3). □

Замечание 3.1. Отметим, что, в силу предложения 3.2 и соотношения (3.2),

получаем, что предложение 3.1 выполняется при более слабом, чем (3.1), огра-

ничении k1+k2 ≤ n+2 (см. [11], Предложение 3.4). Также отметим, что, как

мы упоминали ранее, предложение 3.1 не выполняется, если k1 + k2 ≥ n+ 3.

Замечание 3.2. Отметим, что X0 := T 0,0
n — n-корректное множество. Рас-

смотрим кривые f(x, y) = x(x−1) · · · (x−k+1) и g(x, y) = y(y−1) · · · (y−m+1),

которые являются максимальными для X0 степеней k и m соответственно.

Тогда имеем (см. случаи рис. 1 и 2)

f ∩ g ∩ X0 = Rn
k,m.

Ниже рассматриваем пересечение двух максимальных кривых, имеющих об-

щую компоненту. Следующее предложение утверждает, в частности, что наи-

больший общий делитель таких максимальных кривых сам является максималь-

ной кривой.

Предложение 3.3. Пусть X — n-корректное множество, f1 = hg1 и f2 = hg2

— любые максимальные кривые, наибольший общий делитель которых равен h.

Предположим, что deg h = m и deg gi = si, i = 1, 2, где

(3.6) s := s1 + s2 +m ≤ n.

Тогда справедливы следующие утверждения.

(i) Кривая g1g2h является максимальной кривой степени s.

(ii) Кривая h является максимальной кривой степени m.
13
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(iii) Кривые g1 и g2 являются максимальными кривыми степеней s1 и s2

соответственно для (n−m)-корректного множества X \ h.
(iv) #IX(g1, g2) = s1s2 и h ∩ g1 ∩ g2 ∩ X = ∅.
(v) Кривые f1 и f2 пересекаются ровно в d(n,m) + s1s2 узлах множества

X:

(3.7) #IX(f1, f2) = d(n,m) + s1s2.

Доказательство. Предположим, что A ∈ X \ g1g2h. Тогда f1(A)f2(A) ̸= 0.

Следовательно, оба многочлена f1 и f2 делят P ⋆
A,X. Это сразу подразумевает,

что g1g2h делит P ⋆
A,X. Поэтому, в силу предложения 2.1, получаем (i).

Далее имеем

#IX(f1, f2) = #IX(hg1, hg2) = #(X ∩ h) + #IX(g1, g2)−#(h ∩ g1 ∩ g2 ∩ X))

≤ #(X ∩ h) + #IX(g1, g2) ≤ d(n,m) + #IX(g1, g2) ≤ d(n,m) + s1s2.

Отметим, что в последнем неравенстве использована теорема Безу.

Теперь заметим, что если в указанных трёх неравенствах достигается равен-

ство, или, другими словами, если выполняется (3.7), то легко заключаем, что

#(h∩ g1∩ g2∩X) = 0 (первое неравенство), h — максимальная кривая степени m

(второе неравенство) и #IX(g1, g2) = s1s2 (третье неравенство). Таким образом,

(iv) и (ii) будут доказаны, если выполняется (3.7).

Более того, применяя следствие 2.2, получим также (iii), поскольку hg1 = f1

и hg2 = f2 — максимальные кривые.

Поэтому достаточно доказать только равенство (3.7), т. е. утверждение (v).

Напомним, что выше было установлено неравенство:

#IX(f1, f2) ≤ d(n,m) + s1s2.

Наконец, предположим от противного, что равенство (3.7) не выполняется.

Тогда, в силу указанного неравенства, получаем

(3.8) #IX(f1, f2) < d(n,m) + s1s2.

Далее, в силу следствия 2.1, имеем, что Y := X \ f1 — (n−m− s1)-корректное

множество.

Кривая f2 — максимальная кривая степени m+s2 и проходит через d(n,m+s2)

узлов множества X. Таким образом, f2 проходит через d(n, s2 + m) − IX(f1, f2)

узлов множества Y. С другой стороны, в силу (3.8), (1.6) и (1.7) имеем

d(n, s2 +m)− IX(f1, f2) > d(n,m+ s2)− d(n,m)− s1s2 = d(n−m, s2)− s1s2
14
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= d(n−m− s1, s2).

Следовательно, f2 проходит через более чем d(n−m− s1, s2) узлов множества Y.

Далее имеем h(A) ̸= 0 ∀A ∈ Y. Поэтому, учитывая равенство f2 = hg2, полу-

чаем, что кривая g2 степени s2 также проходит через более чем d(n−m− s1, s2)

узлов множества Y. В силу (3.6) это противоречие.

Таким образом, (v) доказано. □

Теперь приведём обобщение предложения 3.3, в котором ограничение (3.6)

снято. Отметим, что в этом случае утверждение (i) доказать нельзя.

Предложение 3.4. Пусть X — n-корректное множество, f1 = hg1 и f2 = hg2

— любые максимальные кривые, наибольший общий делитель которых равен

h. Предположим, что deg h = m,и deg gi = si, i = 1, 2. Тогда кривые f1 и f2

пересекаются ровно в

(3.9) #IX(f1, f2) = d(n,m) +Hn−m
s1,s2

узлах множества X.

Доказательство. Случай s1 + s2 + m ≤ n рассмотрен в предложении 3.3.

Теперь предположим, что

(3.10) s1 + s2 +m ≥ n+ 1.

Сначала проверим, что

(3.11) X ⊂ g1 ∪ g2 ∪ h = f1 ∪ f2.

Действительно, предположим обратное: A ∈ X \ g1g2h. В доказательстве предло-

жения 3.3 мы показали, что тогда g1g2h делит P ⋆
A,X, что в силу (3.10) приводит

к противоречию.

Теперь, в силу (3.11), (1.6) и (1.4), получаем

#IX(f1, f2) = # {f1 ∩ X}+# {f2 ∩ X} −# {X}

= d(n,m+ s1) + d(n,m+ s2)−N = d(n,m) + d(n−m, s1) + d(n,m+ s2)−N

= d(n,m) + d(n−m, s1)−Nn−m−s2 = d(n,m) +Nn−m −Nn−m−s1 −Nn−m−s2

= d(n,m) +Hn−m
s1,s2 .

В последнем равенстве использовалось соотношение (3.3). □
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Замечание 3.3. Отметим, что, в силу равенства (3.9) и соотношения (3.2),

получаем, что утверждение (v) предложения 3.3 выполняется при более сла-

бом, чем (3.6), ограничении:

s1 + s2 +m ≤ n+ 2.

Более того, учитывая доказательство предложения 3.3, получаем, что утвер-

ждения (ii–iv) предложения 3.3 также верны при том же более слабом огра-

ничении.

4. Пересечение трёх максимальных кривых

Предложение 4.1 ([11], Предложение 3.4). Пусть X — n – корректное мно-

жество и f1, f2 и f3 — три максимальные кривые, такие что любые две из них

не имеют общих компонент. Предположим также, что deg fi = ki, i = 1, 2, 3,

и k1 + k2 + k3 ≤ n+ 2. Тогда f1 ∩ f2 ∩ f3 = ∅.

Доказательство. В силу следствия 2.1 имеем, что Y1 := X \ f1 — (n − k1)-

корректное множество. Далее, согласно следствию 2.2, имеем, что f2 и f3 —

максимальные кривые в Y1, и k2+k3 ≤ n−k1+2. Тогда, в силу предложения 3.1 и

замечания 3.1, имеем f2∩f3 ⊂ Y1 = X\f1. Это подразумевает, что f1∩f2∩f3 = ∅.□
В следующих двух предложениях находим #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X) в случае

k1 + k2 + k3 > n+ 2.

Предложение 4.2. Пусть множество X и кривые f1, f2 и f3 такие, как в

предложении 4.1 и k1+k2+k3 ≥ n+1. Тогда имеем следующие три выражения

для #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X) :

(i) N − d(n, k1)− d(n, k2)− d(n, k3) +Hn
k1,k2

+Hn
k2,k3

+Hn
k1,k3

,

(ii) N −Nn−k1 −Nn−k2 −Nn−k3 +Nn−k1−k2 +Nn−k2−k3 +Nn−k1−k3 ,

(iii) N − d(n− k1, k2)− d(n− k2, k3)− d(n− k3, k1).

Доказательство. Сначала проверим, что

(4.1) X ⊂ f1 ∪ f2 ∪ f3.

Действительно, предположим обратное: A ∈ X \ f1f2f3. Тогда f1f2f3 делит P ⋆
A,X,

что в силу условия k1 + k2 + k3 ≥ n+ 1 приводит к противоречию.

Теперь обозначим γ = #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X). В силу (4.1) имеем

N = #[(f1 ∪ f2 ∪ f3) ∩ X] = #(f1 ∩ X) + #(f2 ∩ X) + #(f3 ∩ X)
16
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−#(f1 ∩ f2 ∩ X)−#(f2 ∩ f3 ∩ X)−#(f1 ∩ f3 ∩ X) + γ

= d(n, k1) + d(n, k2) + d(n, k3)−Hn
k1,k2

−Hn
k2,k3

−Hn
k1,k3

+ γ.

Это доказывает утверждение (i).

Далее продолжим, используя равенство (3.5):

N = d(n, k1) + d(n, k2) + d(n, k3)− 3N + 2Nn−k1
+ 2Nn−k2

+ 2Nn−k3

−Nn−k1−k2 −Nn−k2−k3 −Nn−k1−k3 + γ.

Далее, в силу определения d(n, k), имеем

N = (N −Nn−k1
)+ (N −Nn−k2

)+ (N −Nn−k3
)− 3N +2Nn−k1

+2Nn−k2
+2Nn−k3

−Nn−k1−k2
−Nn−k2−k3

−Nn−k1−k3
+ γ

= Nn−k1
−Nn−k1−k2

+Nn−k2
−Nn−k2−k3

+Nn−k3
−Nn−k1−k3

+ γ

= d(n− k1, k2) + d(n− k2, k3) + d(n− k3, k1) + γ.

В последнем равенстве, доказывающем утверждение (iii), снова использовалось

определение d(n, k). Отметим, что предыдущее равенство доказывает утвержде-

ние (ii). □

Следующее предложение даёт более ясное выражение для #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩X).

Обозначим σ := k1 + k2 + k3 − (n+ 2).

Предложение 4.3. Пусть множество X и кривые f1, f2 и f3 такие, как в

предложении 4.1 и k1 + k2 + k3 ≥ n + 1, т. е. σ ≥ −1. Тогда имеем следующие

два выражения для #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X) :

(i) 1
2σ(σ + 1)−Nk1+k2−n−3 −Nk2+k3−n−3 −Nk3+k1−n−3,

(ii) 1
2σ(σ + 1), при условии что ki + kj ≤ n+ 2 ∀ 1 ≤ i < j ≤ 3.

Доказательство. Сначала докажем (ii). Из предложения 4.2(iii), в силу (1.5)

и условия в (ii), получаем, что

(4.2) #(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X)

= N − 1

2
k2(2n− 2k1 − k2 + 3)− 1

2
k3(2n− 2k2 − k3 + 3)− 1

2
k1(2n− 2k3 − k1 + 3)

= N − 1

2
[(k1 + k2 + k3)(2n+ 3)]− 1

2
[k21 + k22 + k23 + 2k1k2 + 2k2k3 + 2k3k1]

= N − 1

2
[(k1 + k2 + k3)(2n+ 3)]− 1

2
[k1 + k2 + k3]

2

= N − 1

2
[(k1 + k2 + k3)(2n+ 3− k1 − k2 − k3)]

(4.3) =
1

2
[(n+ 2)(n+ 1)]− 1

2
[(n+ 2 + σ)(n+ 1− σ)] =

1

2
σ(σ + 1).
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Теперь перейдём к доказательству (i), которое является обобщением (ii). Для

этого введём величину d̃(n, k) для всех n, k ≥ 0:

(4.4) d̃(n, k) := (n− k + 2) + (n− k + 3) + · · ·+ (n+ 1)

[
=

k(2n+ 3− k)

2

]
.

Тогда проверим, что

(4.5) d̃(n, k) = d(n, k)−N−n+k−3, ∀n, k ≥ 0.

Действительно, если 0 ≤ k ≤ n + 2, то, в силу (1.5), d̃(n, k) = d(n, k) = d(n, k) −
N−n+k−3. А если k ≥ n+ 3, то d̃(n, k) = Nn −N−n+k−3 = d(n, k)−N−n+k−3.

Далее заметим, что доказательство утверждения (ii), точнее преобразования,

начинающиеся со строки после (4.2) и заканчивающиеся строкой (4.3), в си-

лу (4.4), показывают, что

(4.6) N − d̃(n− k1, k2)− d̃(n− k2, k3)− d̃(n− k3, k1) =
1

2
σ(σ + 1),

где 0 ≤ ki ≤ n, i = 1, 2, 3.

После подготовительной работы перейдём к доказательству утверждения (i). Ис-

пользуя предложение 4.2(iii) и соотношение (4.5), получаем

#(f1 ∩ f2 ∩ f3 ∩ X) = N − d(n− k1, k2)− d(n− k2, k3)− d(n− k3, k1)

= N − d̃(n− k1, k2)− d̃(n− k2, k3)− d̃(n− k3, k1)

−Nk1+k2−n−3 −Nk2+k3−n−3 −Nk3+k1−n−3.

Теперь, в силу соотношения (4.6), получаем

=
1

2
σ(σ + 1)−Nk1+k2−n−3 −Nk2+k3−n−3 −Nk3+k1−n−3. □

5. Максимальные кривые в GCn-множествах

Предложение 5.1. Пусть X — GCn-множество и f — максимальная кривая

степени k, 1 ≤ k ≤ n. Тогда f является произведением k различных прямых.

Кроме того, если гипотеза Гаски—Маэсту выполняется для всех степеней до

n включительно, то по крайней мере одна из указанных k прямых является

максимальной прямой.

Доказательство. Рассмотрим узел A ∈ X \ f. Согласно Предложению 2.1

имеем

p⋆A = fq, где q ∈ Πn−k.

С другой стороны, поскольку X является GCn-множеством, то

(5.1) p⋆A = ℓ1 · · · ℓn, где ℓi ∈ Π1.
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Из этих двух равенств сразу следует, что f является произведением k прямых

из правой части (5.1), скажем

(5.2) f = ℓ1 · · · ℓk.

Теперь предположим, что гипотеза Гаски—Маэсту верна. Докажем, что по край-

ней мере одна из прямых в (5.2) является максимальной прямой. Предположим,

для противоречия, что ℓi не является максимальной прямой ∀1 ≤ i ≤ k.

В силу гипотезы GM рассмотрим максимальную прямую α1 в X. Она не явля-

ется компонентой f. Поэтому, согласно Предложению 3.1, прямая α1 пересекает

максимальную кривую f ровно в k узлах. Таким образом, она пересекает каждую

прямую ℓi, 1 ≤ i ≤ k, в одном узле.

Теперь, согласно Следствию 2.3, кривая f является максимальной также в

GCn−1-множестве X1 := X \ α1.

Далее рассмотрим максимальную n-узловую прямую α2 в X1. Она не является

компонентой f. В самом деле, предположим для противоречия, что эта прямая

является компонентой f, скажем α2 = ℓ1, тогда очевидно прямая ℓ1 является

(n+1)-узловой прямой в X, то есть максимальной прямой в нём. Таким образом,

α2 также пересекает каждую прямую ℓi, 1 ≤ i ≤ k, в узле множества X1.

Далее положим X2 := X \ (α1 ∪ α2), и так далее.

Продолжая этот процесс, получаем максимальные прямые αi в Xi := X\ (α1∪
· · · ∪ αi−1), i = 1, . . . , n − k, и кривая f, deg f = k, является максимальной

кривой также в GCk-множестве Xn−k. Поэтому f является фундаментальным

многочленом некоторого узла B ∈ Xn−k. Следовательно, по Следствию 1.1 одна

из компонент f, скажем ℓ1, является максимальной прямой в Xn−k. Но тогда

очевидно прямая ℓ1 является (n+ 1)-узловой прямой в X, то есть максимальной

прямой в нём. □

Далее охарактеризуем максимальные кривые в GCn-множествах.

Предложение 5.2. Пусть X — GCn-множество. Предположим, что гипоте-

за Гаски—Маэсту выполняется для всех степеней до n включительно. Тогда f

является максимальной кривой степени k, 1 ≤ k ≤ n, тогда и только тогда,

когда

(5.3) f = ℓ1 · · · ℓk,

где множество ℓi \ (ℓ1 ∪ · · · ∪ ℓi−1) содержит ровно n+ 2− i узлов множества

X, i = 1, . . . , k.
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Доказательство. (⇒) Применим индукцию по k. Случай k = 1 тривиален.

Предположим, что f — максимальная кривая степени k ≥ 2. Согласно Предложе-

нию 5.1 f является произведением k прямых, одна из которых — максимальная

прямая. Обозначим последнюю прямую через ℓ1. Таким образом,

f = ℓ1g, g ∈ Πk−1.

Теперь, в силу Следствия 2.2, заключаем, что g является максимальной кривой

степени k−1 в GCn−1-множестве X1 := X\ℓ1. По индукционному предположению

g = ℓ2 · · · ℓk,

где множество ℓi \ (ℓ2 ∪ · · · ∪ ℓi−1) содержит ровно n + 2 − i узлов множества

X1, i = 2, . . . , k, то есть множество ℓi \ (ℓ1 ∪ · · · ∪ ℓi−1) содержит ровно n+ 2− i

узлов множества X.

(⇐) Теперь предположим, что выполняется (5.3). Докажем, что f — мак-

симальная кривая. В силу Предложения 2.1 достаточно доказать, что каждый

узел A ∈ X \ f использует f. Снова применим индукцию по k. Случай k = 1

тривиален. По индукционному предположению ℓ1 · · · ℓk−1 является максималь-

ной кривой, поэтому A её использует: P ⋆
A = ℓ1 · · · ℓk−1g, g ∈ Πn−k+1. Далее,

множество ℓk \ (ℓ1 ∪ · · · ∪ ℓk−1) содержит ровно n + 2 − k узлов множества X.

Отметим, что в этих узлах P ⋆
A обращается в нуль, в то время как ℓ1, . . . ℓk−1 в

нуль не обращаются. Поэтому в этих n − k + 2 узлах обращается в нуль много-

член g ∈ Πn−k+1. Теперь, применяя Предложение 1.4, получаем, что g = ℓkr, где

r ∈ Πn−k. Следовательно, P ⋆
A = ℓ1 · · · ℓkr, то есть A использует f. □

Определение 5.1. Конечное множество L прямых называется находящимся

в общем положении, если

(i) нет двух параллельных прямых в L, и

(ii) нет трёх прямых в L, пересекающихся в одной точке.

Пусть множество L = (ℓ1, . . . , ℓn+2) прямых находится в общем положении.

Тогда множество X из
(
n+2
2

)
точек пересечения этих прямых называется мно-

жеством Чанга—Яо степени n (см. [2], [3]). Отметим, что каждый фиксирован-

ный узел принадлежит ровно 2 прямым, а произведение оставшихся n прямых

даёт фундаментальный многочлен этого узла. Таким образом, X является GCn-

множеством. Заметим, что прямые ℓi, i = 1, . . . , n+2, являются максимальными
20



О МАКСИМАЛЬНЫХ КРИВЫХ n-КОРРЕКТНЫХ МНОЖЕСТВ

для X. В силу Предложения 1.5(iii) никакая другая прямая не является макси-

мальной для множества X, то есть L = M(X).

Следствие 5.1. Предположим, что X — множество Чанга—Яо степени n с

множеством максимальных прямых L. Предположим также, что f — макси-

мальная кривая степени k. Тогда f является произведением k максимальных

прямых из L. Кроме того, если f1 и f2 — максимальные кривые степеней k1 и

k2 соответственно, не имеющие общих компонент, то k1 + k2 ≤ n+ 2.

Действительно, в этом случае все прямые в правой части равенства (5.1) яв-

ляются максимальными прямыми, следовательно, все прямые в правой части

равенства (5.2) также являются максимальными прямыми. В заключение рас-

смотрим конструкции n-корректных множеств с максимальными кривыми, ко-

торые не являются произведениями прямых. Отметим, что в силу Предложений

1.3 и 1.7 любая алгебраическая кривая f степени k ≥ 1 без кратных компонент

является максимальной кривой степени k для некоторого n-корректного множе-

ства X, где n ≥ k. Рассмотрим тогда две произвольные алгебраические кривые

без кратных компонент: f и g степеней m и k соответственно, пересекающиеся в

mk различных точках:

I := I(f, g) = f ∩ g, #I = mk.

Ниже для каждого значения δ = 0, 1 мы приводим конструкцию n-корректного

множества X, n = m+ k− 2+ δ, для которого обе кривые f и g являются макси-

мальными кривыми. С этой целью рассмотрим (m−2+δ)-корректное множество

в f \ I и (k − 2 + δ)-корректное множество в g \ I, обозначаемые C(f) и C(g) со-

ответственно. Это можно сделать с помощью конструкции Берцоляри—Радона

n-корректных множеств (см. [8], подраздел 1.3.1), а также используя тот факт,

что можно найти прямые, пересекающие f и g соответственно в m и k различных

точках (см. [14], Thm.2.2). Для множества узлов

X := X(δ) := I(f, g) ∪ C(f) ∪ C(g)

справедливо следующее предложение (первое утверждение см. в [15], стр.78-84).

Предложение 5.3. Пусть δ = 0 или 1. Тогда X := X(δ) является n-корректным

множеством, где n = m+ k − 2 + δ, а f и g — максимальные кривые степеней

m и k соответственно.
21



А. А. АКОПЯН, Г. К. ВАРДАНЯН, Н. К. ВАРДАНЯН

Доказательство. Сначала проверим, что #X =
(
n+2
2

)
. Действительно,

#X = #I(f, g) + #C(f) + #C(g) = mk +

(
m+ δ

2

)
+

(
k + δ

2

)
=

(
m+ k + δ

2

)
.

Далее проверим, что X — n-корректное множество. Для этого, в силу предложе-

ния 1.1(ii), предположим, что p ∈ Πn, p|X = 0, и докажем, что p = 0. Действи-

тельно, применяя основную теорему Макса Нётера, получаем p = Af + Bg, где

A ∈ Πk−2+δ, B ∈ Πm−2+δ. Отсюда сразу следует, что A|C(g) = 0 и B|C(f) = 0.

Поскольку множества C(f) и C(g) являются соответственно (m−2+δ)- и (k−2+δ)-

корректными, получаем, что A = B = 0, а значит p = 0.

Наконец, имеем #(f ∩ X) = #I + Nm−2+δ = d(n,m), и аналогично #(g ∩
X) = #I +Nk−2+δ = d(n, k). Поэтому f и g являются максимальными кривыми

степеней m и k соответственно. □

Abstract. Suppose X is an n-correct set of nodes in the plane, that is, it admits

a unisolvent interpolation with bivariate polynomials of total degree less than or

equal to n. Then an algebraic curve q of degree k ≤ n can pass through at most

d(n, k) :=
(
n+2
2

)
−

(
n+2−k

2

)
nodes of X. A curve q of degree k ≤ n is called maximal

if it passes through exactly d(n, k) nodes of X. In particular, a maximal line is a line

passing through d(n, 1) = n + 1 nodes of X. Maximal curves are an important tool

for the study of n-correct sets. We present new properties of maximal curves, as well

as extensions of known properties.
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